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1 KUMELER VE SAYILAR
1.1 KUMELER

Bos kiimenin tek oldugunu ispatlaymiz. Yani (); ve (), hi¢ elemam olmayan iki kiime ise
(1 = 0y oldugunu gosteriniz.

Yol gésterme: Bog kiimenin her kiimenin alt kiimesi oldugunu ve kiime egitliginin tanimim

kullaniniz.

E =1{1,2,3,...,10} evrensel kiime olmak tizere

A={z € FE:xift}, B ={x € E : z asal}, C={ze EFN <4}

kiimeleri veriliyor. Asagidaki kiimeleri liste biciminde yaziniz:

(a) AUB (by AnBNC (c) A\ B

(d) B\ (AUCQC) (e) (AuCYy (f) AAC

(g) AnB (h) (AnB)UC i) A\ (B\CO)

Ayrica bu kiimeler i¢in (AUB) = A'N B’ ve (ANC)" = A’UC" esitliklerinin saglandigini

dogrudan kontrol ediniz.

a kiime olmayan bir nesne (érnegin bir say1) olmak tizere A = {a, {a}, 0} kiimesi
veriliyor.

(a) P(A) kuvvet kiimesini liste bigiminde yazimz ve s(P(A)) sayisim bulunuz.

(b) ANP(A) kiimesini bulunuz. (Burada elemans olmak (€) ile alt kiimesi olmak (C)
kavramlarinin farkia dikkat ediniz.)

(c) 0 kiimesini eleman olarak iceren tiim X € P(A) kiimelerini yaziniz.

Herhangi A, B, C' kiimeleri i¢in agsagidaki esitlikleri ispatlayiniz:

(a) (ANB) = AU B' (De Morgan kurali),
(b) AA\B=ANDPB

(
(d) AN (BNC) = (A\B)U(4\ (),
(e) (A\B)\C =A\(BUCQ).

)
)
c) AUBNC)=(AUuB)N(AUC),
)
)




A ve B herhangi iki kiime olsun. Agagidaki énermelerin birbirine denk oldugunu

(i) = (i) = (iil) = (iv) = (v) = (i)
gerektirmelerini ispatlayarak gosteriniz:

()AcB, (i)AUB=B, (i)ANB=A, (iv)B CA, (v)A\B=0.

Herhangi A, B, C' kiimeleri i¢in simetrik farkin asagidaki ¢zelliklerini ispatlayiniz:

AAB=BAA,

a

(
(b) AAD=A ve AAA=,

)
)
() AN(BAC)=(ANB)A(ANC),
(d) AAB=0 < A=B,

)

() AAB=A'AB.

(a) Simetrik fark igleminin birlegme 6zelligine sahip oldugunu, yani her A, B, C' kimesi
icin

(AAB)AC =AA(BAC)
oldugunu ispatlayiniz.
(b) A ve B verilen iki-kiime olsun. A A X = B esitligini saglayan bir ve yalniz bir X

kiimesi bulundugunu gésteriniz ve bu X kiimesini A ile B cinsinden ifade ediniz.

Yol gosterme: (a) igin, bir z elemaninin egitligin sol tarafina ait olmasimin da sag tarafina ait
olmasimin da, = in-A, B, C kiimelerinden tek sayida kiimeye (yalniz birine ya da tigiine birden)
ait olmasina denk oldugunu gosteriniz.

Bir boliimdeki 80 6grenciden 35’1 Analiz, 28’1 Lineer Cebir, 22’si Soyut Matematik der-
sini almaktadir. 12 6grenci Analiz ile Lineer Cebir’i, 10 6grenci Analiz ile Soyut Mate-
matik’i, 8 6grenci Lineer Cebir ile Soyut Matematik’i birlikte almakta; 5 6grenci ise ti¢
dersi birden almaktadir. Sonlu kiimelerin birlegiminin eleman sayisina iligkin formiilleri
kullanarak

(a) bu derslerden en az birini alan,

(b) bu derslerden higbirini almayan,

)
(c) yalmzca bir ders alan,
)

(d) tam olarak iki ders alan,




(e) Analiz ve Lineer Cebir alip Soyut Matematik almayan

ogrenci sayilarini bulunuz. Durumu bir Venn diyagrami iizerinde gosteriniz.

(a) sS(AUBUC) =s(A)+s(B)+s(C)—s(ANB)—s(ANC)—s(BNC)+s(ANBN
(') formiliinden yararlanarak, sonlu A, B, C, D kiimeleri i¢in s(AU BUC U D)
formiiliinti elde ediniz.

(b) {1,2,3,...,1000} kimesinde 2, 3,5 veya 7 sayilarindan en az biriyle tam bholiine-
bilen kag say1 vardir? Bu dort sayinin higbiriyle tam boliinemeyen kag say1 vardir?

(a) A={1,2} ve B=1{a,b,c} igin A x B ve A x A kiimelerini yaziniz. s(P(A X B))

sayisini bulunuz.

(b) Herhangi A, B,C' kiimeleri igin A x (BUC) = (A x B) U (A x C) oldugunu
ispatlayimniz.

(¢) Herhangi A, B,C kiimeleri icin A x (B\ C) = (A x B) \ (A x C) oldugunu
ispatlayimniz.

(d) A=11,3] ve B =0,2] araliklar i¢in Ax B ve B X A kiimelerini analitik diizlemde
gosteriniz ve (A x B) N (B x A) kiimesini bulunuz.

(a) Herhangi A, B, C, D kiimeleri igin (A x B)U(C'x D) C (AUC) x (BUD) oldugunu
ispatlayimiz.

(b) A = {1}, B = {2}, C. = {3}, D = {4} ktumeleri i¢in her iki tarafi hesaplayarak
(a) daki kapsamanin genelde bir esitlik olmadigim gosteriniz.

A ve B bos olmayan iki kiime olsun. A x B = B x A olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
A = B oldugunu ispatlaymiz. A ve B kiimelerinden en az biri bog kiime ise A x B ve
B x A hakkinda ne soylenebilir?

(a) Herhangi A, B kiimeleri igin A C B <= P(A) C P(B) oldugunu ispatlaymniz.

(b) Herhangi A, B kiimeleri i¢in P(A) UP(B) C P(AU B) oldugunu ispatlayimiz. Bu
kapsamanin esitlige dontismedigi bir 6rnek veriniz.

(c) s(A) =n olan bir A kiimesi igin s(P(A)) = 2" oldugunu n tzerinden tiimevarimla
ispatlayimniz.




1.2 REEL SAYILAR VE TUMEVARIM YONTEMIi

/2 sayisini irrasyonel oldugunun ispatindaki yontemi (olmayana ergi) kullanarak asa-
gidaki sayilarin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz:

(2) V3 (b) V6 (c) V2

(a) r € Q ve x ¢ Q olsun. r + = ¢ @ oldugunu; ayrica r # 0 ise rz ¢ @ oldugunu
ispatlayimiz.

(b) V2 4+ /3 sayisinin irrasyonel oldugunu gosteriniz. Bunu kullanarak v/3 — v/2 sa-
yisinin da irrasyonel oldugunu gosteriniz.

(¢) Iki irrasyonel sayimim toplaminin ve carpiminin rasyonel olabilecegini birer érnekle
gosteriniz.

n tam kare olmayan bir dogal say1 olsun. /n sayisinin irrasyonel oldugunu iyi sirals
olma ozelligini kullanarak ispatlayimiz.

Yol gosterme: m < \/n < m + 1 olacak gekilde m € N seginiz. \/n rasyonel olsaydi {¢ € N :
gy/n € N} kiimesi bog olmazdi; bu kiimenin en kiiciik eleman:i gy olsun. ¢ = qo(y/n — m)
sayisinin da bu kiimeye ait oldugunu ve g1 < g oldugunu gosteriniz.

Her n € N igin asagidaki esitlikleri timevarim yontemiyle ispatlayiniz:

1
(a) 4234+ Sy 1Y

1 2
(b) P+234+3+-- 40’ = (M>

(c)/1+ 38 +% + (2n—1) =n?

(d) 124234+ +n(n+1) =

SORU 18

Her n € N igin asagidaki esitlikleri ttimevarim yontemiyle ispatlayiniz:

n

a 1
(2) ;k(kﬂ) T+l

(b) Y k-2 =(n—1)2"" +2
k=1




Agagidaki egitsizlikleri tiimevarim yontemiyle ispatlayiniz. Baglangi¢ degerlerine dikkat
ediniz.

(a) Her n € N5 = {5,6,7,...} icin 2" > n?.
(b) Her n € Ny ig¢in n! > 3". (n = 6 igin egitsizligin saglanmadigini da gosteriniz.)

1 1 1
(¢) Her n > 2 dogal sayisi igin 1 + — +—= + =+ + — > /n.
n

%/ N YT Vm
1

i 1 1 1
(d) Hern€N1§1n1+§+§+-..+ﬁgg_ﬁ_

(a) x > =1,z # 0 ven > 2 dogal say1 ise (1+x)" > 1+ nz oldugunu (kesin Bernoulli
esitsizligi) ispatlayimniz.

(b) z1,29,...,2, €[0,1] ise
(1 —20)(L =)+ (L= ) 2 1= (1 + @2+ +a0)
oldugunu tiimevarimla ispatlayimniz.

(c) Bernoulli egitsizligini kullanarak her n € N igin

1\" 1\" 1
1e2) >9 1~ ) >=
<+n> = Ve ( 2n> =3

oldugunu gosteriniz.

Fy,=F, =1ven > 1icn F,,o = F,.1 + F, ile tanimlanan Fibonacci sayilar i¢in
agagidakilerin her n € N i¢in dogru oldugunu ispatlayiniz:




(a) i+ B+ +F=Fy—1
(b) FR+F;+---+F?*=F,F,,

(¢) FoyoFn — F2, = (=1)""' (Cassini ozdesligi)

3 n—2
@ (3) sr<o

Yol gosterme: (d) igin P(n): “esitsizlik hem F,, hem de F,, ;1 i¢in dogrudur” 6nermesine tiime-
varim uygulayiniz.

Binom formiiliinii kullanarak asagidakileri bulunuz:

1\
(a) (2:6 — —> aciliminda z® li terimin katsayis,
x

1\?
(b) (xQ + E) agiliminda z ten bagimsiz (sabit) terim,

(c) (14 2)°(1 — 2)!° carpiminin agihminda 2% 11 terimin katsayist,
(d) (a+ b)'? aghminin ortanca terimi,

(e) 11'° sayisimin son iki basamagi. (11 =10 +1 yazimez.)

bi¢iminde tanimlanan (genel-

k k!
legtirilmig) binom katsayisi ele alalim (ayrica (g) = 1 kabul edilir).

p) P~V --p—k+1)

p reel say1 ve k € N igin (

1/2 —2
(a) ( / ) ve ( ) sayilarini hesaplayimz. Her k € N igin ( ;

3 3

gosteriniz.

) = (—1)* oldugunu

1
(b) Her p € R ve k € N igin (k g 1) + (p) = (p—]i:- ) oldugunu ispatlaymiz.

-1
¢c) nke Nvel <k<nicnk " = n " oldugunu ispatlayimiz.
k k—1

Binom formiiliinden ve binom katsayilarinin ozelliklerinden yararlanarak asagidaki esit-
likleri ispatlayiniz:




(a) (1+2)* =(1+2)"(1+ z)" 6zdesliginin her iki yanindaki 2" 1i terimlerin katsa-
yilarim kargilagtirarak

() + () =+ ()

oldugunu gosteriniz.

(b) Daha genel olarak m,n,r dogal sayilar1 i¢in

> (DCA< 0

oldugunu ispatlaymiz (Vandermonde 6zdesgligi).

1 n
Bu soruda her n € N igin 2 < (1 o —) < 3 oldugu ispatlanacaktir.
n

1 1
(a) 0 <k <nigin (Z) — < ] oldugunu gosteriniz.
n !

(b) Her k € N igin k! > 2%~ oldugunu tiimevarimla ispatlayiniz.

(c) Binom formiilini, (a), (b) siklarmi ve geometrik toplam formiilinii (bkz. Soru 29)
kullanarak (1 + %)n < 3 oldugunu gosteriniz. Sol taraftaki egitsizligi de ispatlayi-
niz.

SORU 28

Toplam ve ¢arpim sembollerinin tanimini kullanarak agagidakileri hesaplaymiz (gere-
kirse n cinsinden kapali bigimde yaziniz):

() Y (3k-2) (b) (2% 1)




(a) Her n € N ve (ay) reel sayilar i¢in Z(akﬂ —ag) = apy1—aq oldugunu (teleskopik
k=1

toplam) tiimevarimla ispatlayiniz.

(b) (a) sikkinmi kullanarak asagidaki egitlikleri ispatlayimiz:

Zer\/W BIPES

n
1—
(c) r # 1 reel sayisi i¢in Z b = 4

(d) a,b € Rven € N igin a" —b" =

- T

1

1
;k(k+1)(k+2) T4 2+ D)(n+2)

oldugunu ispatlaymiz (geometrik toplam).

n<T

(a—0b) Z a™ =7k oldugunu gosteriniz. Buradan

k=0

0 <a<bisea™ < b oldugunu cikariniz.

n > 8 olan her dogal sayinin a,b > 0 tam sayilar olmak tizere n = 3a + 5b bigiminde
yazilabilecegini tiimevarimla ispatlayiniz. (7 sayisinin bu bigimde yazilamadigini da gos-
teriniz.)

Tiimevarim ilkesi, iyi sirali olma oOzelligi kullanilarak ispatlanabilir. Bu soruda karsit
yonil gosteriniz: Tiumevarim ilkesini kabul ederek N nin bog olmayan her alt kiimesinin
bir en kiigiik eleman1 bulundugunu (iyi sirali olma 6zelligini) ispatlayiniz.

Yol gésterme:'S C N en kii¢iik elemani olmayan bir kiime olsun. P(n): “1,2,...,

n sayilarinin

higbiri S ye ait degildir” énermesine tiimevarim uygulayarak S = ) oldugunu gosteriniz.

1.3 LINEER NOKTA KUMELERI

Reel sayilardaki < bagimtisinin temel 6zelliklerini (ti¢ durum, gegisme, toplama ve gar-
pilabilme 6zellikleri) kullanarak her a, b, ¢, d € R igin agagidakileri ispatlayimiz:

(a) a<bvec<disea+c<b+d,




(b) a # 0 ise a* > 0; 6zel olarak 1 > 0,

1 1
0<a<bise0< - < -
(c) a ise ;<o

(d) 0<a<bisea® < b ve a < Vb

Asagidaki egitsizlikleri ispatlayiniz:

a+b

(a) a,b > 0ise Vab <

ortalama egitsizligi)

; esitlik ancak a = b igin saglanir. (Aritmetik—geometrik

a b
b b>0ise - +— > 2.
(b) a,b> 1seb+a_
(c) a,b,c>0ise (a+b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

(d) a,b,c € Rise a® 4+ b*+ * > ab+ be + ca.

Asagidaki kiimelerin alttan ve tistten sinirh olup olmadigini belirleyiniz. Varsa supre-
mum ve infimumlarini bulunuz; bu sayilarin kiimeye ait olup olmadigim (yani max ve

min elemanlarin var olup olmadigini) belirtiniz.

(a) A={z€eR:2*—-3x+2<0} (b) B—{n:l_l:neN}
(©) C’:{l—(_i)n:neN} (d) D={zeQ:2?<2}
(e) E={r€R:2*><2z+3} (f) F={z€R:a®>>x}

Agagidaki kiimelerin (varsa) supremum, infimum, maksimum ve minimum degerlerini
bulunuz. Cevaplarinizi gerekgelendiriniz.

(a) {(—1)"+%:neN} (b) {%+%:n,m€N}

() {z€R:|z—1|+|z+2 <5} (d){ 1 :neN}

(e) {x+%:x>0} (f) {2%+3—m:n,mEN}

Supremum ve infimumun yaklagim o6zelliklerini kullanarak agsagidaki esitlikleri ispatla-
yiniz:

10



n 1
(c) sup{2 .nEN}—i,

2n+3 5
(d) inf { nt nenN } = 2 ve bu kiimenin maksimum elemani 3 dir.

A C R bos olmayan bir kiime olsun.

(a) Bir kiimenin en fazla bir supremumu olabilecegini ispatlayiniz.

(b) M sayist A kiimesinin bir {ist sinir1 olsun. Her e > 0 i¢in > M — ¢ olacak bicimde
bir x € A varsa M = sup A oldugunu ispatlayimiz. (Boylece supremumun yaklagim
ozelligi supremumu tam olarak karakterize eder.)

(¢) Infimum icin benzer karakterizasyonu ifade ve ispat ediniz.

(d) Bir a € A elemani her z € A igin 2 <‘a kogulunu saghyorsa a = sup A oldugunu,
dolayisiyla max A = a oldugunu gosteriniz.

SORU 38

A ve B, R nin bog olmayan siirh alt kiimeleri olsun. Asagidakileri ispatlayiniz:

(a) AC Bisesup A <supB ve inf A > inf B.

(b) —A ={—x:2 € A} olmak tizere sup(—A) = —inf A ve inf(—A) = —sup A.

(c) A+ B={a+b:a€ A, be B} olmak tizere sup(A + B) = sup A + sup B.
)

(d) ¢ € Rve cA = {cx : x € A} olmak tizere; ¢ > 0 ise sup(cA) = csup 4, ¢ < 0 ise
sup(cA) = cinf A.

A ve B, R nin bog olmayan simirh alt kiimeleri olsun.

(a) sup(AU B) = max{sup A, sup B} oldugunu ispatlaymiz.

(b) A, B C (0,00) ve AB ={ab:a € A, be B} isesup(AB) = sup A-sup B oldugunu
ispatlayimiz.

(c) Her a € A ve her b € B i¢in a < b olsun. sup A < inf B oldugunu gosteriniz.
Ayrica sup A = inf B olmasi igin gerek ve yeter sartin, her ¢ > O igin b —a < ¢
olacak bicimde a € A ve b € B bulunmasi oldugunu ispatlayiniz.

11




SORU 40

S={re R:x>0vez? <2} kiimesini géz éniine alalim.

(a) S nin bog olmadigin ve istten sinirh oldugunu gosteriniz. Tamlik aksiyomuna
gore s = sup S vardir.

(b) s = 2 oldugunu ispatlayimiz; yani s* < 2 ve s* > 2 durumlarmin her birinin bir
geligkiye gotiirdiiglinii gosteriniz.

(¢) SNEQ kimesinin Q iginde bir supremumu olmadigini gostererek tamlik aksiyomu-
nun () i¢in gegerli olmadig1 sonucuna variniz.

1

n

Yol gdsterme: s*> < 2 ise (s + %)2 < 2 olacak bicimde bir n € N bulunuz; s? > 2 ise s —
sayisiin da .S i¢in bir st simir oldugu bir n € N bulunuz.

Asgagidaki esitsizliklerin ¢oziim kiimelerini aralik biciminde bulunuz:

(a) |3z —2| <4 (b) |z +4] > 2w — 4]
(©) |z —1+]z—2 >3 (d) |lz|-2| <1
() |a? —4| <3 ) |z—1]—|z+2/>1

z+1

(a)

1 ‘ < 1 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
x J—

(b) |z? — 2z| < z esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulunuz.
(¢) |z| + |z — 1] + |* = 2}.= 3 denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.

(d) |z — 2| < ¢ oldugunda. |22 — 4| < 1 esitsizliginin saglanmasini garanti eden bir
0 > 0 sayis1 bulunuz.

(e) |z=1] < ¢ oldugunda

1 L . :
——1 < 0 esitsizliginin saglanmasini garanti eden bir
x

0 > 0 sayist bulunuz.

Her a,b € R ve ay,...,a, € R icin asagidakileri ispatlayiniz:

lal

(a) |ab| = |a][b] ve b0 ise ‘“ o

b
(b) [la] — [b]] < |a—b],
(¢) |ar+as+ -+ an| < |ar| + |ag| + -+ |an| (tiimevarimla),

a+b+la—Db
2

a+b—|a—Db
2 )

(d) max{a,b} =

ve min{a,b} =

12



I (e) la+0b| =|a|+|b] <= ab>0.

SORU 44

(a) z,y,a € R olsun. Her ¢ > 0 i¢in z > y — ¢ ise > y oldugunu; her ¢ > 0 igin
la| < € ise a = 0 oldugunu ispatlayiniz.

(b) a > 0 olmak tizere |z| > a <= (x> a veya z < —a) oldugunu ispatlayimiz.

1
(¢) z,y € Rolsun. Her n € N i¢in |z — y| < — ise = y oldugunu gosteriniz.
n

(a) Bir a noktasimin iki komgulugunun kesigiminin yine a nin bir komsulugu oldugunu
gosteriniz.

(b) a # b ise a ve b noktalarmin ayrik komguluklarimn bulundugunu gosteriniz. (6 =
la —b|/2 alinaz.)

(¢) (a,b) acgik araligimin her noktasinin, tamamen (a,b) iginde kalan bir komgulugu
bulundugunu gosteriniz. [a, b] kapali aralig igin bu 6ézelligin a noktasinda saglan-
madigini gosteriniz.

SORU 46

Agagidaki kiimelerin tim yigilma noktalarii bulunuz. Hangi yigilma noktalarmin ki-
meye ait oldugunu belirtiniz ve (varsa) kiimenin st limitini (limsup) ve alt limitini
(liminf) yaziniz.

(a) {1+l;n,meN} (b) (0,1)U {2}

n m

A C R olsun:

(a) Sonlu bir kiimenin hicbir yigilma noktasi olmadigini ispatlayimiz.

(b) a € R noktasmin A kiimesinin bir y1gi1lma noktasi olmasi igin gerek ve yeter gartin,
a nin her é-komsulugunda A nin sonsuz ¢oklukta elemani bulunmasi oldugunu
ispatlayimniz.

(c) A bog olmayan ve alttan smirh olsun. inf A ¢ A ise inf A sayisinin A kiimesinin
bir yigilma noktas1 oldugunu ispatlayiniz.

(d) BC Rve A C B ise A nin her yigilma noktasinin B nin de bir yigilma noktasi
oldugunu gosteriniz.
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SORU 48

Argimet prensibini (a,b > 0 ise na > b olacak bi¢imde bir n € N vardir) kullanarak
asagidakileri ispatlayiniz:

(a) Her z € R i¢in n > x olacak bi¢imde bir n € N vardir; yani N istten smirh
degildir.

1
(b) Her € > 0 i¢in — < ¢ olacak bigimde bir n € N vardir.
n

1
(¢c) > 0vehern e N igin x < —ise z =0 dir.
n

(d) a>1ve M > 0 verilsin. a" > M olacak bigimde bir n € N vardwr. (a = 1+ h
yazip Bernoulli egitsizligini kullaninaz.)

(e) 0 <r < 1vee >0 verilsin. 7 < € olacak bi¢imde bir n € N vardir.

SORU 49

(A,) kiimelerinden olugan bir aile i¢in

ﬂAn:{x:hernENiginxeAn}, UAn:{x:enazbirnENiginxeAn}

neN neN.

olarak tamimlanir. Argimet prensibinden yararlanarak asagidaki esitlikleri ispatlayimniz:

(&) N (o, %) —0 () [O%> = {0}

© QV 2-2|-02 (@ QV (-5 1+3) -0

(a) a < bolan her a, b reel sayisi i¢in a < ¢ < b olacak bigimde bir ¢ € @ bulundugunu
su yolla ispatlayimiz: a < b verildiginde n(b — a) > 1 olacak bigimde n € N seginiz

m
ve m = [na] + 1 ahmz; a < — < b oldugunu gosteriniz.
n

(b) Her a < b igin a < = < b olacak bigimde bir irrasyonel x sayisi bulundugunu
ispatlayiniz. (a — v/2 ile b — /2 arasinda bir rasyonel say alyp Soru 15 sonucunu
kullaninaz.)

(¢) Her (a,b) arahgimda sonsuz ¢oklukta rasyonel say1 bulundugunu gosteriniz.

(d) Her z € R ve her ¢ > 0 i¢in |z — ¢| < € olacak bigimde bir ¢ € @ bulundugunu
gosteriniz.

14



(a) Asagidaki sayilar hesaplayimiz:

[[_W]L [[_2]]7 [[\/%]]7 [[_7/3]]7 [_7/3—‘ ) ’7472—' ) [[0799]]7 (_075—' :
(b) Asagidaki denklemlerin ¢éziim kiimelerini bulunuz:

[z] = -3, [2z + 1] = 4, [z/3] =2, [z] = 2.

(¢) [z]* — [z] — 6 = 0 denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.

(a) [z] + [—=«] ifadesinin degerini z € Z ve x ¢ Z durumlar igin ayr1 ayr1 bulunuz.

(b) [3z — 1] = 2z denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz,

(c) [2%] = 4 denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.

r+1

(@) 1

(e) z[z] = 3 denkleminin ¢6ziim kimesini bulunuz.

] = 3 denkleminin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Her x,y € R ve n € N igin agagidakileri ispatlayiniz:

(c) z € Zise [-z] = —[z], ¢ Z ise [-z] = —[z] — 1; ayrica [z] = —[—2x],

Her z,y € R ve n € N ic¢in agagidakileri ispatlayiniz:

(@) [2] + [z + 3] = [2=],

(b) [22] +[2y] = [«] + [v] + [z + v],

(c) [t + =] =[nz] (Hermite 6zdesligi).

Yol gosterme: x = [z] +t, 0 <t < 1 yazimz ve ¢ nin bulundugu alt araliklara gore inceleme
yapiniz.
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2 FONKSIYONLAR
2.1 FONKSIYON KAVRAMI, GORUNTU VE TERS GORUNTU

A=1{1,2,3,4,6,12} kiimesi veriliyor.

(a) Ada 8 = {(z,y) : = says1 y yi tam boler} bagintisim liste bigiminde yazimiz. (3
bagimtisinin kag elemani vardir? 8, A dan A ya bir fonksiyon mudur?

(b) v = {(z,y) € Ax A : zy = 12} bagmmtisim liste bi¢iminde yazimz. v nn A
dan A ya bir fonksiyon oldugunu gosteriniz. v birebir midir, érten midir? o
fonksiyonunu bulunuz.

m < n ise A dan B ye kag tane birebir fonksiyon tanimlanabilir?

)
)
b) A dan B ye kag tane fonksiyon tanimlanabilir?
)
)
)

liste biciminde yaziniz.

Asgagida verilen kurallarin belirtilen kiimeler arasinda bir fonksiyon tanimlayip tanimla-
madigini, fonksiyon tanimindaki iki sarta (tanim kiimesinin her elemaninin bir gérinti-
stintin bulunmasi ve bu goriintiiniin tek olmasi) gore gerekgelendiriniz. (a)—(d) siklarida
fonksiyon tanimlamayan kurallar i¢in, tanim kiimesini ve/veya deger kiimesini uygun
bigimde kisitlayarak (6rnegin y > 0 alarak) bir fonksiyon elde ediniz.

{(m,y) e R x R:y* ==z}
{(z,y) e Rx R:y? =z}
{

(r,y) e Rx R:z*+y? =1}

() f:Q—Z, f<§> =p+q (p€ Z, g€ N herhangi)

f) g:Q — Z, g(g) =p+q (p€ Z,q€ N ve p/q sadelesmis bicimde)
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SORU 58

Agagidaki fonksiyonlarin en genis tanim kiimelerini ve goriintii kiimelerini bulunuz:

®) flo) =A== ®) 1@ =13

(o) f(x)_“;__ll (d) £:[0,5] > R, f(z)=2?—6z+10
1

(e) f(x)= 15 ) fz)=vVr—-1++3—=x

f:R— R, f(x) =2 — 2x fonksiyonu veriliyor. Asagidaki kiimeleri bulunuz:

(a) £([0,3]) (b) F((=1,1)) (c) f7H({3})

(d) fH([=1,0]) (e) fH((=00,-2)) (f) fHR)
Ayrica f(f71([=5,0])) ve f71(f([0,1])) kiimelerini bulupsirasiyla [—5,0] ve [0, 1] kii-
meleriyle karsilagtiriniz.

SORU 60

f: X = Y bir fonksiyon, £ C X ve D C Y olsun. Asagidakileri ispatlayimiz:

(a) EC f7Y(f(E)); f birebir ise E = f~1(f(E)).
(b) f(f~YD)) C D; f ortenise f(fTYD))=D.
(c) f(f7H(D)) = Dn f(X).

) v

e (b) deki kapsamalarin genelde egitlik olmadigim Soru 59 yardimiyla érnekleyiniz.

(a

f: X — Y bir fonksiyon ve A;B C X olsun.

(a) f(A)\ f(B) C f(A\ B) oldugunu ispatlayimiz.
(b) f birebir ise f(AN B) = f(A) N f(B) ve f(A\ B) = f(A) \ f(B) oldugunu

ispatlayiniz.

(c) Kargit olarak, X in her A, B alt kiimesi i¢in f(AN B) = f(A) N f(B) oluyorsa f
nin birebir oldugunu ispatlayiniz.

(d) X ={-2,-1,0,1,2}, f(z) = |z|, A= {-2,-1,0} ve B ={0,1,2} i¢in f(AN B),
flA)Nf(B), f(A\ B) ve f(A)\ f(B) kiimelerini hesaplayarak birebirlik sartinin
gerekliligini gozlemleyiniz.

f: X =Y, ¢g:Y — Z fonksiyonlar, £ C X ve D C Z olsun.

(a) (go f)(E) =g(f(E)) oldugunu ispatlayimz.
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(b) (go f)~HD) = (g7 "(D)) oldugunu ispatlaymiz.

(c) f(z)=2x+1, g(x)=2*(f,g: R— R) ve D =[1,9] igin (g o f)~!(D) kiimesini
hem dogrudan hem de (b) deki esitligi kullanarak hesaplayiniz.

(a) f(x) = Vo +2 ve g(x) = /3 —z fonksiyonlar i¢in f + g, f-g, f/g ve g/f

fonksiyonlarinin kurallarini ve tanim kiimelerini bulunuz.

(b) f(z)=2*—-1veg(r)=x+1(f,g: R — R) igin f/g fonksiyonunu bulunuz. f/g
ile h: R — R, h(z) =  — 1 fonksiyonu esit midir?

(c¢) Asagidaki fonksiyon ciftlerinin (en genig tanim kiimelerinde) esit olup olmadigin:
fonksiyon esitligi tanimina gore belirleyiniz:

(i) f2) =, g(a) = Va?% (i) f(z) = W(2?), g(x) = 2n;
(iii) f(z) = —, g(z) =sgn(z) (z#0); (iv) f(z)=1, g(x) =sin®z + cos? z.

2.2 BAZI OZEL FONKSIYONLAR

SORU 64

Asgagidaki fonksiyonlarin birebir ve/veya 6rten olup olmadigim tanima bagvurarak be-

lirleyiniz:

(a) f:R— R, f(x)=32z=7 (b) f:R— R, f(x)=2?

(c) f:[0,00) = [0,00), f(z)=2? (d) f:Z—>2Z, f(n)=2n

() 7:2 2, f(nf =2l (6 f:R\{1} > R\{2}, f() = 2
(g) f:R— R, f(x)=x|z| (h) f: NxN—=N, f(m,n)=m+n

f:A— B, g:B—=Cveh:C — D fonksiyonlar: veriliyor. Agagidakileri ispatlayimiz:

a) f wve g birebir ise g o f birebirdir.

(a)

(b) f veg drten ise g o f ortendir.

(¢) ho(go f)=(hog)of (bilegke igleminin birlesme 6zelligi).
)

(d) f ve g birebir 6rten ise g o f de birebir értendir ve (go f)™' = f~log™! dir.

SORU 66
f:A— Bveg: B — C fonksiyonlar: veriliyor.

(a) go f birebir ise f nin birebir; g o f 6rten ise g nin érten oldugunu ispatlayiniz.
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(b) g o f birebir 6rten oldugu hélde f nin orten, g nin birebir olmadig1 bir érnek
veriniz.

(c) go f birebir ve f Orten ise g nin birebir oldugunu ispatlayiniz.
(d) go f orten ve g birebir ise f nin érten oldugunu ispatlayiniz.

(e) f: A — B fonksiyonunun birebir 6rten olmasi i¢in gerek ve yeter sartin go f = I4
ve f o g = I olacak bicimde bir g : B — A fonksiyonunun bulunmasi oldugunu
ispatlayimniz.

Asagidaki fonksiyonlarin birebir 6rten oldugunu gosteriniz ve ters fonksiyonlarmi bu-
lunuz. Her biri icin f o f=! ve f=! o f bilegkelerinin birim fonksiyon oldugunu kontrol
ediniz.

(a) f:R— R, f(x)=5—-2x

() £ R\{-1} » B\ {2}, flz) =~

(¢) f:[1,00) = [0,00), f(x)=1a*—2z+1

(d) f:R—=R, flx)=2*+1

2z, z g
(e) f: R— R, f(x):{erL 21
(f) f:(0,00) = (0,1), f<x>:1—fx

pa{-Gonfl -2

cx +d
fonksiyonu veriliyor.
(a) f nin birebir érten oldugunu gosteriniz ve f~! i bulunuz.

(b) fof =1 (yani f = f~!) olmasi igin gerek ve yeter sartn a + d = 0 oldugunu
ispatlayimniz.

(c) (b) yi kullanarak f(z) = i‘l—2

3z —1
riniz. Ayrica g(x) = x+ ’
T

fonksiyonunun kendi tersine egit oldugunu goste-

fonksiyonunun kendi tersine esgit olmasini saglayan k

sayisini bulunuz.

(d) ad — bc = 0 ise f hakkinda ne soylenebilir?
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SORU 69

Agagidaki kiimelerin denk oldugunu, aralarinda birebir 6rten bir fonksiyon kurarak gos-
teriniz:

(a) N ve 2N ={2,4,6,...},

(b) NveZ (f(n)=n/2 (n¢ift), f(n) = —(n—1)/2 (n tek) fonksiyonunu inceleyiniz),
(c) a < b olmak tizere (0,1) ve (a,b),

(d) (=1,1) ve R (f(z) =

(e) (0,1) ve (1,00).

i
1—H fonksiyonunu inceleyiniz),
— |z

(a) Kimeler arasindaki denklik bagimtisinin (~) yansima, simetri ve gegisme 6zellik-
lerine sahip oldugunu ispatlayimiz.

(b) f :[0,1] — [0,1) fonksiyonu, n € N icin f (1) = —— ve diger tiim z ler icin
f (93) = z bi¢giminde tanimlaniyor. f nin birebir 6rten oldugunu gosteriniz. Buradan

[0,1] ~ [0,1) oldugunu ¢ikarmiz.

(c) (b) deki fikri kullanarak (0, 1) ~ [0, 1] oldugunu gésteriniz.

(a) f: NXx N —= N, f(myn) = 2™ 2n — 1) fonksiyonunun birebir érten oldugunu
gosteriniz. Buradan N X N kiimesinin sayilabilir oldugunu ¢ikariniz.

(b) Z x Z kiimesinin sayilabilir oldugunu gosteriniz.

(¢) (Cantor teoremi) Herhangi bir A kiimesi i¢in érten bir f: A — P(A) fonksiyonu-
nun bulunamayacagini ispatlaymiz. Buradan P (V) kiimesinin sayilabilir olmadig:
sonucunu gikariniz.

Yol gésterme: (c) igin.B = {x € A: x ¢ f(z)} kiimesini inceleyiniz.

Agagidaki fonksiyonlarin artan, azalan, azalmayan veya artmayan olduklar1 araliklar
(turev kullanmadan, yalnizca tanima bagvurarak) belirleyiniz:

(a) f(z)=—-2z+5 ve f[f(z)=2%+4x,

1
(b) f(x) = — fonksiyonunun (0,00) ve (—o00,0) araliklarmin her birinde azalan oldu-

gunu, fakat R\ {0} kiimesi tizerinde azalan olmadigini gosteriniz,

(¢) f(z)=le—1]+ |z +1],

(d) f(z) = [«] fonksiyonunun R tizerinde azalmayan fakat artan olmadigin gosteriniz.
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(a) f(x) = 23 fonksiyonunun R iizerinde artan oldugunu tanmimi kullanarak ispatlayi-

niz.

(b) f(z) = - f_ fonksiyonunun (—1, o) arahiginda; f(z) = /2 fonksiyonunun [0, co)
x

araliginda artan oldugunu ispatlayiniz.

(c) f ve g, bir E kiimesi tizerinde artan fonksiyonlar ise f + ¢ nin de F tizerinde artan
oldugunu gosteriniz. Ayrica f ve g pozitif degerli ise f - g nin artan oldugunu
gosteriniz; pozitiflik sart1 kaldirilirsa bu sonucun dogru olmadigini bir 6rnekle
gosteriniz.

(d) FE tzerinde artan (veya azalan) bir fonksiyonun birebir oldugunu ispatlayiniz. f :
E — f(E) artan ise f~! in de artan oldugunu gosteriniz.

(a) Asagidaki fonksiyonlarin tek veya ¢ift olup olmadigmi aragtiriniz:

1-— 1
ot — 322 +1, 2% —sinz, |z|+2, ln1 ’ (lz] < 1), T

1

) fo) - LDLICa) , f@) =)

lar1 bir ¢ift ve bir tek fonksiyonun toplami olarak yaziniz:

ayrisiminl kullanarak agagidaki fonksiyon-

r+1 1

2k ((Pyr-1 E7rEl) =2

fz) =

Simetrik bir A kiimesi tizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in agagidakileri ispatlayiniz:

(a) Iki cift fonksiyonun toplam cifttir; iki tek fonksiyonun toplami tektir.
(b) Iki tek fonksiyonun carpimu cifttir; bir cift ile bir tek fonksiyonun carpimi tektir.

(¢) (g(A) C A olmak tizere) g cift ise f o g gifttir; f ve g tek ise f o g tektir; f ¢ift ve
g tek ise f o g cifttir.

(d) ftekve 0 € Aise f(0) =0 dur.

(e) Hem tek hem de ¢ift olan bir fonksiyon, sifir fonksiyonudur.
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2.3 PARCALI TANIMLI FONKSIYONLAR

Agagidaki fonksiyonlar1 mutlak deger kullanmadan parcali bicimde yaziniz, grafiklerini
¢iziniz ve goriintii kiimelerini belirleyiniz:

(a) f(z)=lz+1]—|z -2 (b) f(z)=la*—4

(€) flx) ==+ |zl (d) flx) =22 = 1|+ |z + 3]

f(x) = sgn(x? — 3z + 2) fonksiyonunu parcal bi¢imde yazip grafigini ¢iziniz.

(a)

(b) f(z) = sgn(sinz) fonksiyonunun [—2m, 27| araligindaki grafigini ¢iziniz.
(c) sgn(xz? — 1) = sgn(z) denkleminin ¢oziim kiimesini bulunuz.
(d) Her z,y € R igin sgn(xy) = sgn(z) sgn(y) ve |z| = &'sgn(z) oldugunu ispatlaymiz.
)

f(z) = (x—1)sgn(x —1) ve g(x) = 2* sgn(x) fonksiyonlarim signum kullanmadan

(e

yaziniz.
SORU 78
Asgagidaki fonksiyonlarin belirtilen araliklardaki grafiklerini ¢iziniz:
(a) f(z) =[22], [-1,2) (b f () =z — [2], [-2,2)
(©) f(z)= [zl +[-=], [-2,2] (d) f(z) =[], [0,2)
(e) f(z)= (-1, [-2,3) () flz) ==z], [-2,2)

f:R— R, f(x) =z — [z] (kesir kismu fonksiyonu) veriliyor.

(a) Her z € Ri¢in f(z + 1) = f(x) oldugunu ve f(R) = [0,1) oldugunu gosteriniz.

(b) fmin her [n,n+1) (n € Z) araliginda artan oldugunu fakat R {izerinde monoton
olmadigini gosteriniz.

(c) flz) = g denkleminin ¢6ztim kiimesini bulunuz.

(d) f(2x) = f(x) denkleminin ¢6ziim kiimesinin Z oldugunu ispatlayiniz.

SORU 80

(a) f(z) = max{z,2*} ve g(x) = min{l,|z|} fonksiyonlarm pargali bigimde yazip
grafiklerini ¢iziniz.

a+b+|a—D|

(b) max{a,b} =
yonunu mutlak deger yardimiyla tek bir ifade olarak yaziniz ve grafigini ¢iziniz.

formiliint kullanarak h(x) = max{2z, 3 — x} fonksi-
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SORU 81

D(x) 1, x rasyonel ise
€Tr) =
0, x irrasyonel ise

fonksiyonunu (Dirichlet fonksiyonu) goz éniine alalim.
(a) Her z € R i¢in D(D(z)) = 1 oldugunu gosteriniz.

(b) Her ¢ € Q ve her z € R i¢in D(x + q) = D(x) oldugunu gosteriniz. Buradan D
nin en kii¢tk pozitif periyodunun bulunmadigi sonucuna variniz.

(¢) D nin higbir (a, b) araliginda monoton olmadigini ispatlayimiz. Buradan D nin par-
¢ali monoton olmadiginm gikarimiz. (Rasyonel ve irrasyonel sayilarn yogunlugunu
kullaninaz.)

2.4 POLINOMLAR VE RASYONEL FONKSIiYONLAR

SORU 82

(a) Her € R igin 2*> + 3z — 1 = a(z — 1)® + b(z — 1) + ¢ olacak bigimdeki a,b, ¢
sayilarini bulunuz.

(b) P(x) = x® — 22® + ax + b polinomu (z — 1) ve (x + 2) ile tam béliiniiyorsa a ve b
yi bulunuz; P(z) i carpanlarina ayirimiz.

(c) P(0) =1, P(1) = 2 ve P(2) = 7 kosullarini saglayan ve derecesi en fazla 2 olan
P(z) polinomunu bulunuz.

SORU 83

Polinomlarin egitligini kullanarak asagidaki esitlikleri, ifadelerin tanimli oldugu her x
i¢in saglayan A, B, C sabitlerini bulunuz (basit kesirlere ayirma):

5r —1 A B
(a) -

E—1DEml) z—-1 z+1
2z + 3y, A B

24z "z’ z+1

()ﬂ—é_F B + %
¢ r(z=12 z zxz-1 (z—1)2

SORU 84

(a) der[P(z)] = 3 ve der[Q(z)] =5 ise P+Q, P-Q, PoQ, Qo P ve P? polinomlarimim
derecelerini bulunuz. Genel olarak der[P + Q)] < max{der P, der Q} olabilmesi i¢in
ne gerekir? Yukaridaki dereceler i¢cin bu miimkiin miidiir? Bir 6rnek veriniz.

(b) Asagidaki fonksiyonlarm en genig tanim kiimelerini bulunuz:

T+ 2 1 x 1 o
x2—4’ x3—8’ x4t +1’ 2 —5x+6

V.
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2 1
(c) f(z) = :B;L 1 ile g(x) = 5 fonksiyonlar: esit midir? Gerekgelendiriniz.
z2 — T —
SORU 85
Bu soruda sifirdan farkh n-inci dereceden bir polinomun en fazla n koki oldugu bilgisini
kullanabilirsiniz.

(a) P bir polinom olsun. Her € R i¢in P(z + 1) — P(z) = 2z + 1 ve P(0) = 0 ise
P(z) = 2? oldugunu ispatlaymiz. (Q(z) = P(x) — 2* polinomunun Q(n) =.Q(0)
ozelligini kullaniniz.)

(b) Her z € R igin P(2x) = 4P(x) esitligini saglayan ttim P polinomlarini, katsayilar:
kargilagtirarak bulunuz.

2.5 TRIGONOMETRIK FONKSIiYONLAR VE TERSLERI

SORU 86

(a) 15°, 75°, 210°, 330° agilarim radyana; 12, 2 ve 2 radyanhk agilar1 dereceye gevi-
riniz.

(b) Asagidaki degerleri hesaplayimiz:

LT 27 om 117 37 s
sin—, cos|{——— |, tan—, cot—, sec—, csc(——).

6 3 4 6 4 6
(¢) Toplam, fark ve yarim'ag formiillerini kullanarak sin15°, cos 2%, tan %, sin ¢ ve

tan %’T degerlerini kok igeren ifadeler olarak bulunuz.

SORU 87

cos(a — ) = cos accos B + sin asin

formuluna

tan o — tan
esitligini ispatlayimiz. Ardindan bu esitlikten tan(a — 5) = Tt . ﬁﬁ
an « tan

elde ediniz.

Yol gosterme: Birim ¢ember tizerindeki P(cos a,sin«) ve Q(cos 3,sin ) noktalar: arasindaki
uzaklik, R(cos(a — B3),sin(a — B3)) ile A(1,0) noktalar1 arasindaki uzakliga esittir (neden?). Tki
uzakligin karelerini esitleyiniz.

SORU 88

cos® z 4 sin? z = 1 bagintisindan ve toplam-fark formiillerinden yararlanarak asagidaki
ozdeglikleri ispatlayimiz:

(a) sin3z = 3sinz — 4sin*x ve cos3z = 4cos®xr — 3cosz,

(b) sinacos B = [sin(a + B8) + sin(a — B)], cosacos B = 3[cos(a — ) + cos(a + B)],
sinasin 8 = 3 [cos(o — B) — cos(a + )],
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(c) sinp +sing = 28inp+q cos 24 e Ccosp — cosq = —28inp+q sin P — q’
2 2 2 2
T sin x 1 —cosx
(d) tan =17 = — (ifadelerin tammh oldugu « ler igin),
cos sin x

(e) 1+tan?’z =sec’r ve 1+ cot’x = csc’z.

SORU 89

Asgagidaki denklemlerin [0, 27) arahgindaki ¢oziimlerini bulunuz:
(a) 2sin*z —sinzx —1=0 (b) cos2x = cosx

(¢) sinx+cosz =1 (d) tanx =2sinx

(e) sin2x = cosx (f) cos’z —sin’z =1

SORU 90

Tamm kiimesindeki her z i¢in (z+7" de tanim kiimesine ait olmak tizere) f(z+7T) = f(x)
esitligini saglayan 1" > 0 sayisina f nin bir periyodu, en kiiciik pozitif periyoda da f nin
esas periyodu denir.

(a) T, f nin bir periyodu ve a # 0 ise T'/|a| sayismin g(z) = f(ax + b) fonksiyonunun
bir periyodu oldugunu gosteriniz.

(b) Asagidaki fonksiyonlarin esas periyotlarimi bulunuz:

sin 3z, cosi, tan 2z, |sinz|, sinz, sinx + cos2x, sin2z + tan 3z.

Esas araliklar1 kullanarak agagidaki degerleri bulunuz:

(a) arcsin (—1), arccos (—@), arctan(—+/3), arccot(—1), arcsinl, arccos(—1),

(b) arcsin (sin°F), arccos (cos (—%)), arctan (tan2T), arcsin(sin3), arccos(cos4).

(a) x € [=1,1] i¢in cos(arcsinz) = /1 — 22 oldugunu; x € R i¢in sin(2arctanz) =

T2 oldugunu gésteriniz. tan(arccos x) ifadesini = cinsinden yazimz (x # 0).
T

(b) Asagidaki degerleri hesaplayimiz:

3 5 1 1
cos (arctan 1 + arcsin 1—3) ) sin (arccos 3~ arcsin §) )

tan ( arcsin § + arccos 3
5 13/ °
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Asgagidaki 6zdeglikleri ispatlayiniz:

(a) x € [—1,1] i¢in arcsin x + arccos x = g,

(b) > 0 igin arctan z + arctan — = 5 z < 0 icin arctan z + arctan — = —5
T T

(¢) = € [-1,1] igin arcsin(—z) = —arcsinxz ve arccos(—z) = 7 — arccosz,

1 1 1
(d) arctan 5 + arctan 5= % ve 2arctan 3 + arctan 5 = %

SORU 94

(a) Asagidaki fonksiyonlarin en genig tanim kiimelerini bulunuz:

z—1

arcsin B arccos(x? — 1), Varesina,
1
arcsin(2z) + arccos(x — 1 .
(22) ( ) arctan

(b) f(z) = 2arcsinz + g ve g(r) = arctan(z?) fonksiyonlarimim gériintii kiimelerini

bulunuz.

(c) f:[%,%2] = [-1,1], f(z) = sing fonksiyonunun birebir érten oldugunu kabul

ederek f~!(z) i arcsinx cinsinden ifade ediniz.

2.6 USTEL, LOGARITMIK VE HIPERBOLIK FONKSIYONLAR

In7 2logy 3
, 102108103,

(a) Hesaplaymiz: log, 32, logzzé, log;, 8, log, 54, In es, e

(b) Sadelestiriniz: log, 6 — log, 3 + log, 4, 2logs 6 — logs 4, log, 9 - log; 16, log,3 -
logs4-log,d - - - loggs 64.

SORU 96

Asagidaki denklemleri ¢oziintiz:

(a) 4°—3-2°"14+8=0 (b) logy(x —1) +logy(x+1) =3
(c) log,4+log,z =2 (d) 3% —3*t —4=0
€) e —e*=2 (f) In(z+2)—lnz=1In3

a) Asagidaki fonksiyonlarin en genis tanim ktimelerini bulunuz:
g

log, (sin ).

In(z* — 4z +3), log,(4 — ), In(zx — 1), In(Inz), pr—E
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(b) f(z) = In(1 + 22) ve g(x) = 2*" fonksiyonlarmm goriintii kiimelerini bulunuz.

(¢) f:R— (0,00), f(x) =e**T ve g:(1,00) = R, g(x) = In(z — 1) fonksiyonlarinin
terslerini bulunuz.

SORU 98

a,b >0, a # 1, b # 1 olsun. Uslii sayilarin a** = a®a? ve (a®)? = a®™ ozelliklerini ve
y =log,r <= x = aY tamimini kullanarak asagidakileri ispatlayimiz:

z
(a) x,t > 0 i¢in log,(zt) = log, x + log,t ve log, i log, v — log, t,

(b) >0, n € R igin log, 2" = nlog, x,

1
& (taban degigtirme); 6zel olarak x # lise log, z = :
og, a log,. a

(c) x> 0iginlog, x =

(d) a > liselog, fonksiyonunun (0, c0) tizerinde artanoldugunu (a* in artan oldugunu
kabul ederek) gosteriniz.

SORU 99

(a) log, 3 sayisimin irrasyonel oldugunu ispatlayiniz.

(b) (a) y1 ve Soru 15 sonucunu kullanarak log, 12 sayisinin irrasyonel oldugunu gos-
teriniz.

(¢) m € N igin log, n sayismin rasyonel olmasi igin gerek ve yeter sartin, k& > 0 bir
tam say1 olmak {izere n. = 2* olmasi oldugunu gosteriniz.

SORU 100

Hiperbolik fonksiyonlarin tanimlarini kullanarak asagidaki ¢zdeslikleri ispatlayiniz:

(a) cosh?x —sinh®*2 =1, cosh(—x) = coshx, sinh(—z) = —sinhz,

(b) sinh(x +y) = sinhxzcoshy + coshzsinhy ve cosh(z + y) = coshxzcoshy +
sinh x sinh v,

(¢) sinh2x = 2sinh z cosh z,
(d) 1 —tanh®’z =sech®’z ve coth’z — 1 =csch®’z (x #0),

tanhx + tanhy
1 + tanh z tanhy’

(e) tanh(z +vy) =

(f) (coshz + sinhx)™ = coshna + sinhnx (n € N).

3
(a) sinhx = 1 ise cosh z, tanh x ve x degerlerini bulunuz.
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(b) coshz = Z denklemini ¢6ziiniiz.

(¢) cosh fonksiyonunun gortintii kiimesinin [1, 00), tanh fonksiyonunun gorintii kii-
mesinin (—1, 1) oldugunu gosteriniz.

(d) sinh : R — R fonksiyonunun birebir orten oldugunu gosteriniz ve tersinin
arsinh z = In (x + V2 + 1) oldugunu gosteriniz.

(e) cosh : [0,00) — [1,00) ve tanh : R — (—1,1
arcoshz = In (x + V2 — 1) ve artanh x =

~—

fonksiyonlarinin terslerinin sirasiyla
142

oldugunu gosteriniz.

In
1

DN | —

f: R — R fonksiyonu her z,y € R igin f(z +y) = f(z)f(y) esitligini saglasin ve f sifir
fonksiyonu olmasm. (Ornegin f(z) = a® iistel fonksiyonu bu 6zellige sahiptir.)

(a) f(0) =1 ve her x igin f(z) > 0 oldugunu ispatlaymmz. (f(z) = f(x/2)? yazmz.)

(b) Her z € R igin f(—z) =

gosteriniz.

ve her n € N i¢in f(nx) = f(x)" oldugunu

L
/()

(¢) f(1) =aise her r € Q i¢cin f(r) = a" oldugunu ispatlayiniz.

2.7 EGRILERIN PARAMETRIK GOSTERIMIi

Asagidaki parametrik denklemlerde parametreyi yok ederek egrilerin kartezyen denk-
lemlerini bulunuz ve egrileri taniyiniz. Parametre araligi kapali olan siklarda baglangic
ve bitig noktalarini, tiim siklarda ¢izim yontini gosteriniz.

SORU 104

Agagidaki egriler i¢in birer parametrik gosterim bulunuz:

(a) A(1,2) noktasindan B(4,—1) noktasina giden dogru parcasi,

(b) merkezi (a,b), yarigapr r olan ve saat yoniinde bir kez dolanilan gember,
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(c) y = x* — 2z parabolii,

2 2
(d) = + % =1 elipsi,

(e) herhangi bir y = f(x), = € [a, b] fonksiyonunun grafigi.

Yaricapr a olan bir tekerlegin z-ekseni tlizerinde kaymadan yuvarlanmasiyla, tekerlek
tizerindeki sabit bir noktanin ¢izdigi sikloid egrisinin parametrik denklemleri z = a(t —
sint), y = a(1 — cost) dir.

(a) a=1ligint =7, m, 37”, 27 degerlerine karsilik gelen noktalar: bulup bir kemerin
taslagini ¢iziniz.

(b) Sikloidin z-eksenine degdigi noktalar1 ve y nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

(c) t €[0,27] igin ¢izilen kemerin = 7a dogrusuna goére simetrik oldugunu goésteriniz.
(t ve 2m — t parametre degerlerine karsilik gelen noktalar: karsilastiriniz.)

SORU 106

(a) x =acos®t,y = asin®t (a > 0) parametrik denklemleriyle verilen egrinin (astroid)
kapali denkleminin vz2 + {/y2 = v/a2 oldugunu gosteriniz.

3t 3t?
b = —— Y= ——=
b e=1rm V= 11p
sagladigin gosteriniz.

(t # —1) noktalarinin z* + y* = 3xy kapali denklemini

(c) Asagidaki kapali denklemlerden y yi (miimkiinse) z in agk fonksiyonu olarak
yaziniz ve tanim kimesini belirleyiniz. Hangisi tek bir agik fonksiyon belirtmez?
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3 LIMIT
3.1 DIZILER, SINIRLILIK VE LIMIT TANIMI

(a) Genel terimleri verilen agagidaki dizilerin ilk beg terimini yaziniz:

(—1)n+t n! nm
Uy, = — U, = COS —.

Sp = ———
2n—1 nn 3

(b) 1lk birkag terimi verilen agagidaki diziler i¢in birer genel terim yaziniz:

1 2 3 4
— ==, =, ==, .. 2, 5, 10, 17, 26, ...;
27 37 47 57 ) 9 9 9 I Y )
1 L1111 ; 0,1, 0, 1
9 37 57 77 AR ) ) J AR

(¢) Ik dort terimi 1,2, 3, 4 ve besinci terimi 120 olan bir dizinin genel terimini yazimz.
Bu ornek, bir dizinin yalnizca ilk birkag¢ terimi verilerek belirlenemeyecegini nasil
gosterir?

SORU 108

Agagidaki dizilerin alttan veya tstten smnirli olup olmadigimi belirleyiniz; varsa sup-
remum ve infimumlarin1 bulunuz ve bu degerlerin dizinin bir terimi olup olmadigini

belirtiniz:
2n+1 1
“NHrl1== 2 _
W 2t ) (L) ( n) (©) n? - 6n
n n? +1

(@) o (e) (1) (1+(-1)"n

n?—n+1

SORU 109

Limitin e-ny tanimimi kullanarak agagidaki esitlikleri ispatlayimz. (a), (b) ve (c) siklar
icin £ = 0,01 alindiginda uygun bir ny esigini agikca belirleyiniz.

3n+1 . ! — 1 1
(&) Ml 25 =3 (b) lim e 3= 3
]
(© lim 2= =0 (d) lim (\/n—i— - ﬁ) —
n—oo v/MN n—00

Limitin tanimini ve uygun esitsizlikleri kullanarak agagidaki limitleri ispatlayiniz:

(a) lim ¥/2 = 1. (V2 = 1+ hy, hy, > 0 yazp Bernoulli esitsizliginden h, < 1

n—oo
oldugunu gdsteriniz.)
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(b) lim L _g (n > 2 igin binom formilinden 2" = (1 + 1)" > ”(n2_1) oldugunu

kullaninaz.)

(© lm YA = L (0> 2 dgin Y7 = 14 Ay gazp n = (14 by > Ny

n—oo 2

esitsizliginden h, < ./ % oldugunu gosteriniz.)

(a) s, = (—1)™ dizisinin higbir s € R sayisina yakmsamadigini limit tanmmni kulla-
narak ispatlayiniz.

(b) s, = n dizisinin yakinsak olmadigini ispatlayinz.

(c) (sn) — s ise (|sn]) — |s| oldugunu ispatlaymiz. Bu 6nermenin kargitinin dogru
olmadigini bir érnekle gosteriniz. Ancak (s,) = 0 <= (|s,|) — 0 oldugunu
ispatlayimniz.

(8n) reel terimli bir dizi olsun.

(a) Bir dizinin sonlu sayida teriminin degistirilmesinin dizinin yakinsakhgimi ve limi-
tini etkilemedigini ispatlayimiz.

(b) Sabit bir k € N i¢in lim s, = s <= lim s,,4 = s oldugunu ispatlayniz.

(c) lims, = s > 0 ise bir. ny € N bulundugunu ve her n > ny icin s, > % > 0

oldugunu ispatlayimniz.

(d) Her n igin s, > 0 ve (s,) — sise s > 0 ve (1/S,) — /s oldugunu ispatlaymiz.
(s >0 ves =0 durumlarine ayri inceleyiniz.)

(a) |r] < 1ise lim r™ = 0 oldugunu ispatlaymiz. (r # 0 igin & = 1+ h, h > 0 yazp

n—o0 id

Bernoulli egitsizligini kullaninaz.)
(b) r=1,7=—1,7 > 1ver < —1 durumlarinda (r") dizisinin davranigini inceleyiniz.
(c) Asagidaki limitleri hesaplayimiz:

e 3T _on b AL 2n e YS! :
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3.2 LIMIiT TEOREMLERI

Limit teoremlerini kullanarak asagidaki limitleri hesaplayiniz:

. o 3m?—-2n+1 o 2n+n
(@)t — g (b) Jm 5
(¢) lim (\/ n2+n— n) (d) lim (\/ 4n? 4 3n — 2n>
n—00 n—00
. 1424 ---+n S ak SRELE ot x
& O

(&) lim (Vi@ + 72— n) ) lim 2t

n—00 n—r00 (’I’L + 1)(4”2 s 5)

Agagidaki limitleri hesaplayiniz:
n+ (=1)" ) 2"% 5"
n—o00 1, — (—1)”

(a) lim

(¢) limn(VnZ+1-n) @ Jim 3 7

n—oo

o i) PR e

n—00 (n il 2)' — (n + 1)'

(sn) — s ve (t,) — t olsun. Toplamm, carpimin ve boliimiin limitine iligkin bilinen
sonuclar1 kullanarak veya dogrudan e-ny tanimiyla agagidakileri ispatlayiniz:

(a) (s, —t,) = s—t,

(b) her n igin ¢, # 0 ve t # 0 ise (j—") — ?

n

(c) her k € N igin (s¥) — s* (k iizerinden tiimevarimla),

(d) p(z) = ama™+ -+ + a1z + ag bir polinom ise (p(s,)) — p(s).

Agagidaki her bir durum igin bir érnek veriniz ve 6rneginizin istenen ozelliklere sahip
oldugunu ispatlayimiz:

(a) Toplamlar: yakimsak olan iki iraksak dizi,
(b) garpimlar yakinsak olan iki iraksak dizi,

(c) siirh fakat iraksak bir dizi (“yakinsak her dizi simirhdir” énermesinin kargitinin
dogru olmadigimi gosterir),
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(d) (sp) — 0 oldugu hélde (spt,) dizisi 0 a yakinsamayan diziler,

(e) (i—”) — 1 oldugu hélde (s,, — t,,) dizisi 0 a yakisamayan diziler.

n

SORU 118

() = s ve (t,) — t olsun.
(a) Belli bir ng indisinden sonra s, < t, ise s < t oldugunu ispatlayiniz.

(b) Her n igin s,, < t, oldugu halde s = ¢ olan bir érnek veriniz; yani limite gegiste
kesin esitsizligin korunmadigim gosteriniz.

(¢c) Her nigin a < s, < bise a < s < b oldugunu gosteriniz.

(Sn) — s, s # 0 ve her n igin s, # 0 olsun. Bu soruda (i) — % oldugu, s >0 ve s <0

durumlar: ayrilmadan ispatlanacaktir.

s
(a) Bir ng € N bulundugunu ve her n > ng igin‘|s,| > ol oldugunu ispatlayimiz.

1

S, S

2

(b) (a) y1 kullanarak her n > ny igin SE
s

|sn — s| oldugunu gésteriniz ve

1 1
buradan (—) — — sonucunu ¢ikariniz.
Sn s

3.3 MONOTON DIZIiLER

Agagidaki dizilerin monoton artan, azalmayan, monoton azalan veya artmayan olup
) 0nQ 9 . oo 8n+1 .
olmadigim s,; — s, farkim veya (pozitif terimli dizilerde) oranini inceleyerek
Sn
belirleyiniz:
n n—+1 n
b -
(&) WG ®) 51 (©) 52
n! 2"
@ = @ = (6) VaTi-ya
(=" 3" : n?
S h) —
) = ) > () —>—

Monoton yakinsaklik teoremini kullanarak agagidaki dizilerin yakinsak oldugunu ispat-
layiniz:

1 1 1
(a) sn:1+?+§+---+ﬁ (bkz. Soru 20 (d)),
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(b) s, = i 1 (bkz. Soru 27 (b)),

1 1 1
c) S, = + +---4+ — (dizinin artan oldugunu ve her nicin 1 <s, <1
+1 +2 2 2
n n n
oldugunu gosteriniz).

1 n 1 n+1
€n = (1 + —> ve fr, = (1 + —> dizilerini g6z ontine alalim.
n n

(a) Cntl _ (1 _ CESE nt oldugunu gosteriniz ve kesin Bernoulli esitsizli-
€n n

gini (Soru 21 (a)) kullanarak (e,) dizisinin monoton artan oldugunu ispatlayinz.

(b) Soru 27 sonucunu kullanarak (e, ) dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz. Bu di-
zinin limitine e sayis1 denir.

(¢) (fn) dizisinin monoton azalan oldugunu ve her n igin e, < e < f, oldugunu
ispatlayimiz. f5 degerini kullanarak 2 < e < 3 oldugunu gosteriniz.

(d) Asagidaki limitleri e cinsinden bulunuz:

1 2n 1 n
lim <1 + —) , lim (1 — —) ,
n—00 n n—00 n

1 " 1\"
lim |1+ ) lim (1+—| .

(a) Monoton artan ve iisttensinirh olmayan bir dizinin +o0o a raksadigini ispatlayiniz.

(b) Monoton azalan ve alttan simirli bir dizinin, terimlerinin kiimesinin infimumuna
yakinsadigini ispatlayiniz.

(€). Monoton bir dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa dizinin kendisinin de yakinsak
oldugunu ispatlayiniz.

Asagidaki limitleri, dizinin belli bir indisten sonra monoton ve sinirli oldugunu gostererek
ve ardigik terimler arasindaki bagintida limite gegerek ispatlayiniz:

n

(a) @ > 0igin lim a_' — (1,

n—oo M!
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k
(c) k € N i¢in lim — = 0.

n—oo 2N

o0 o_0 n .
Yol gdsterme: (a) igin s, = %7 ise spq11 = n%_l

alttan 0 ile sinirhidir; lim s,, = L deyip bu bagintida limite geciniz.

sp dir. n + 1 > a oldugunda dizi azalandir ve

(I¢ ice araliklar teoremi) Her n € N icin I, = [a,, b,] kapah araliklar I, C I,, kogulunu

saglasm ve lim (b, — a,) = 0 olsun.
n—oo

(a) (a,) dizisinin azalmayan, (b,) dizisinin artmayan oldugunu ve her n, m igin a, <
b,, oldugunu gosteriniz.

(b) Monoton yakinsaklik teoremini kullanarak ﬂ I,, kiimesinin tek bir noktadan-olus-
neN
tugunu ispatlayiniz.

(¢) Araliklar acik alnirsa sonucun gegerli olmadigim I,, = (0, 1) érnegiyle; araliklar

siirsiz alinirsa gegerli olmadigini I, = [n, 00) 6rnegiyle gosteriniz.

3.4 SIKISTIRMA VE STOLZ TEOREMLERI

Sikigtirma (sandvig) teoremini kullanarak asagidaki limitleri hesaplayiniz:

sinn n + cosn
li b) lim ——
(&) Jim — (b) Jim =5
. (=1"n . [vn]
() Jim Sy
cos(n!)

O g e SR

Uygun alt ve iist diziler bularak agagidaki limitleri hesaplayiniz:

1 1 1
a) lim + +o e —
(2) nﬁo@(\/nQ—I—l Vn2 +2 \/n2+n)

(b) Tim | o e
nsoo \n24+1  n242 nZ+n

(c) = € R olmak tlizere lim In=]
n—oco N

(d) lim /3" + 5"+ 7"

n—oo
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SORU 128

a
Pozitif terimli bir (a,) dizisi i¢in lim —** = 7 ise lim /@, = r oldugunu kullanarak
n—00 (U n—00

agagidaki limitleri hesaplayimniz. Gerekli yerlerde Soru 122 sonucunu kullanabilirsiniz.

a) lim vn2+1 b) lim —
(a)

n—oo n—oo N

Stolz teoremini kullanarak asagidaki limitleri hesaplayiniz:

1+24---
(a) lim i +2 o (sonucu Soru 114 (e) ile kargilagtirimiz),
n—00 n
1-242-3+--- 1
(b) lim + + - +n(n+ )’

n—oo TL3

(@mg+ﬂ+ﬁ+m+ﬁ
n—o00 nﬁ ’

1k 2k - k
(d) k € N olmak tizere lim i —: . .
n—o0 nk+1

ay+az+---+a

(Aritmetik ortalama limiti) (a,) — ave o, = " olsun. Bu soruda Stolz

n
teoremini kullanmadan (0,,) — a oldugu ispatlanacaktir.

(a) Once a = 0 durumunu ele alimz: verilen € > 0 i¢in n > n; iken |a,| < § olacak
bigimde n; se¢ip toplamin, inci terimde ikiye ayirarak |o,| < € oldugunu yeterince
biiyiik n ler i¢in gosteriniz.

(b) a, — a dizisine (a) y1 uygulayarak genel durumu ispatlayniz.

(e) Kargit onermenin dogru olmadigim gosteriniz: a,, = (—1)" dizisi raksak oldugu
héalde (0,) dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

. ay+ -+ ay . . o . . .
(an) — a ise <1—) — a (aritmetik ortalama limiti) ve terimleri pozitif olan
n

(an) — a icin ({/aias - a,) — a (geometrik ortalama limiti) sonuglarmi kullanarak
agagidaki limitleri hesaplayimniz:

.1 1 1 1
(a) JLIEOE(lJFQ*g**ﬁ)
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(b) li

n—oo

0 im {3 ) (3) (222 e soruim

limitini bulunuz ve sonucu Soru 128 (b)

1+ V24H B+t Yn
n

(d) (c) deki garpimi sadelegtirerek lim n

_'_
S0 Il

ile kargilagtiriniz.

sin a,,

(a,) — 0 ve her n i¢in a,, > 0 ise lim = 1 oldugunu kullanarak agagidaki limitleri

n—oo an

hesaplayiniz:
1 1
(a) lim nsin — (b) lim n? (1 —co8 —)
n—00 n n—00 n
, 7r sin(3/n)

Ayrica n > 3 ic¢in birim ¢embere disaridan cizilen diizgiin n-genin ¢evresinin P, =
2ntan 7, birim ¢emberin igine ¢izilen diizgiin n-genin alaninin A, = 3 sin 27” oldugunu
gosterip lim P, ve lim A,, degerlerini bulunuz.

(a) Her z € R icin |sinz| < |z| oldugunu gosteriniz. (0 < x <  idgin birim cemberde
merkez agist x radyan olan daire diliminin alanina (5), bu dilimin ig¢inde kalan
tcgenin alanwyla (% sinx) karsilastirimaz; —5 < x < 0 dgin sindsiin tek fonksiyon
oldugunu, |x| > dgin |sinz| <1 < |z| oldugunu kullaniniz.)

2
(b) Her 2z € Rigin 0 < 1 —¢osx < % oldugunu gosteriniz. (1 — cosz = 2sin” £)

(c) (a,) — 0ise (sina,) — 0 ve (cosa,) — 1 oldugunu, kosiniisiin siirekliligini kul-
lanmadan, sikigtirma teoremiyle ispatlayiniz.

sin a,,

—1

(d) (a,) — 0 ve her n igin a,, # 0 ise (terimlerin isareti ne olursa olsun)
a
tan a, "

ve (yeterince biiyiik n ler igin tanimh olan) — 1 oldugunu gosteriniz.

Qn
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3.5 ALT DIZILER, BOLZANO-WEIERSTRASS TEOREMI, ALT
VE UST LiMiIT

1
sp = (1) + - dizisi veriliyor. (s2,,), (S2n-1), (S3n), (S4n) ve (sp2) alt dizilerinin genel

terimlerini yaziniz; yakinsak olanlarin limitlerini bulunuz. (s,,) dizisinin iraksak oldugunu
alt diziler yardimiyla gosteriniz.

(a) (s2n) — s ve (S2p—1) — s ise (s,) — s oldugunu ispatlayimz.

(b) (s3n), (S3n+1) Ve (S3nt2) alt dizilerinin tgi de s sayisina yakinsiyorsa (s,) — s
oldugunu ispatlayiniz.

(c) (s2n) — a, (Sont1) — b ve (s3,) — cise a = b = ¢ oldugunu ve (s,) dizisinin
yakinsak oldugunu ispatlayimiz. ((se¢,) ve (Sents) alt dizilerini inceleyiniz.)

Asgagidaki dizilerin limit noktalarimin (yigilma noktalarimin) kiimesini, tist limitini ve alt
limitini bulunuz. Hangi dizilerin yakinsak oldugunu belirtiniz. ((c¢) sikki igin Soru 122

(d) sonucundan yararlanabilirsiniz.)
1 nm

@ v (1+7) N

(c) (1 + (_;)n)” (d) cos %?W 4= (_i)n
L+ (=1)" (== n? cos(nm)
(e) > - ® —s

Yn = SUPg>, Tg Ve 2, = infy>, 7, dizilerini acik¢a bularak agagidaki dizilerin iist ve alt
limitlerini (lim sup ,, = limy,, liminfx, = limz,) hesaplaymniz. Ust ve alt limitleri
kargilagtirarak dizilerin yakinsak olup olmadigini belirleyiniz.

(8) o0 (—1)" + % (b) = <_§)"

SORU 138

(a) [a,b] araligindaki her dizinin, limiti [a, b] arahgina ait olan yakinsak bir alt dizisi
bulundugunu ispatlayiniz.

(b) s, = n dizisinin higbir yakinsak alt dizisi olmadigini; buna karsilik sinirsiz olan
s, = n{™Y" dizisinin yakimsak bir alt dizisi bulundugunu gésteriniz. Bolzano—
Weierstrass teoremindeki sinirhilik sarti gerek sart midir?

(c¢) Bolzano—Weierstrass teoremini kullanarak sonsuz elemanl ve smirh her A C R
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kiimesinin en az bir yigilma noktasi bulundugunu ispatlaymiz. (A nin birbirinden
farkl elemanlarindan olusan bir dizi seginiz.)

(sn) ve (t,) sirh diziler olsun. Agagidakileri ispatlayimiz:

(a) limsup(—s,) = — liminf s,.

(b) limsup(s,+t,) < limsup s,+limsupt,. Esitsizligin kesin olabilecegini s,, = (=1)",
t, = (=1)"! dizileriyle gosteriniz.

()

(t,) — t ise limsup(s, + t,) = limsup s, + .
(d) 1,
k

o1, %, %, 1, 411’ %, %, 1, ... bi¢iminde (paydasi m = 1,2,3;... olan %, 1<

m, kesirleri sirayla yazilarak) olugturulan dizinin limit noktalarimin kiimesinin
[0, 1] oldugunu gosteriniz.

|/\le

SORU 140

Bu soruda Bolzano—Weierstrass teoreminin farklh bir ispati verilecektir.

(a) Her reel say1 dizisinin azalmayan veya artmayan bir alt dizisi bulundugunu ispat-
layiniz.

(b) (a) y1 ve monoton yakinsaklik teoremini kullanarak Bolzano—Weierstrass teoremini
ispatlayiniz.

Yol gésterme: Her m > n igin s,, < s, isen indisine bir “tepe noktas1” diyelim. Sonsuz ¢oklukta
tepe noktasi varsa bunlar azalan bir alt dizi verir; sonlu sayida ise son tepe noktasindan sonra
azalmayan bir alt dizi kurulabilir.

3.6 CAUCHY DIiZILERI VE SONSUZA IRAKSAMA

Cauchy dizisi tamimini dogrudan kullanarak asagidakileri gosteriniz:

1 n—+1

(a) Sp=—ve s, = dizileri Cauchy dizisidir.

n n

(b) s, = (—1)" dizisi Cauchy dizisi degildir.

(¢) s, = /n dizisi igin im(s, 11 — s,) = 0 oldugu halde (s,,) bir Cauchy dizisi degildir.

11
Hy=14Z4 -+
+otgtot

(harmonik serinin kismi toplamlar) dizisi veriliyor.

S|

1
(a) Her n € N i¢in Hy, — H,, > 3 oldugunu gosteriniz. Buradan (H,,) dizisinin bir

Cauchy dizisi olmadigini, dolayisiyla iraksak oldugunu ¢ikariniz.

39



(b) lim(H,+1 — H,) = 0 oldugunu gosteriniz. Bu sonug, ardigik terimler arasmndaki
farkin sifira gitmesinin bir dizinin Cauchy dizisi olmas: igin yeterli olmadigini
nasil gosterir?

(c) Her n € N igin Hon > 1+ g oldugunu ispatlaymz ve lim H,, = +o0o oldugunu

gosteriniz.

Asagidaki dizilerin Cauchy dizisi, dolayisiyla yakinsak oldugunu ispatlayiniz:

k
(a) s, = Z s (m > n igin sy, — su| < 5= oldugunu gésteriniz),

egitsizligini kullaniniz).

SORU 144

0 < ¢ < 1 olmak tizere (s,,) dizisi her n € N igin

|Snt2 = St 1h<€[Sni1 — Snl
kogulunu saglasin (boyle dizilere daralan dizi denir).

(a) Her n igin |8,11 =8,| < ¢" s — 51| oldugunu gosteriniz.

n—1

(b) m > nigin |s,, — s,| < 1C |sa — s1| oldugunu gosteriniz ve (s,,) dizisinin Cauchy
—c

dizisi oldugunu ispatlayiniz.

(c) sp=21ve s,y = dizisinin her n icin % < s, < 1 kogulunu sagladigini ve

1+s,
c= g ile daralan oldugunu gosteriniz. Dizinin limitini bulunuz.

n?+1

(a) Tanmu kullanarak lim = 400 ve lim (n —n?) = —oo oldugunu ispatlayi-
N1z, n—oo 1, + 1 n—o00

(b) (sn) = 400 ve (t,) alttan siirh ise (s, + t,) — 400 oldugunu ispatlaymiz.
(¢) (sn) = 400 ve (t,) = t > 0 ise (s,t,) = +00 oldugunu ispatlayimniz.
(d) Pozitif terimli bir (s,,) dizisi i¢in (s,) = +o00 <= (i) — 0 oldugunu ispatla-

yiniz. Buradan lim ¥/n! = 400 oldugunu gésteriniz. (Geometrik ortalama limitini
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I ayp = % dizisine uygulayiniz.)

SORU 146

Asagidaki dizilerin limitlerini (sonsuz limitler dahil) bulunuz ya da limitin bulunmadigin

gosteriniz:
2 _ |
(a) n®—100n? (b) T;+g (c) ;—n
2?’L
@ % (@ (~1)'n 0 VE+I-n

(e) sikkindaki dizi i¢in (|s,|) — +oo oldugu halde (s,,) dizisinin ne +o00 a ne/de —oo a
iraksadigini gosteriniz.

3.7 TEKRARLAMA BAGINTISI BULUNAN DIiZiLER

Agagidaki dizilerin monoton ve sinirh oldugunu tiimevarimla gostererek yakinsak olduk-
larini ispatlayiniz ve limitlerini bulunuz:

(a) a1 =1, apt1 = V2a, + 3,
(b) a1 = 57 Ap4+1 = \/4+an;

(¢) a1 = V2, apnp1 =+2a, (yani V2, V2v2; \/2vV/2V2, ...).

SORU 148

Agagidaki dizilerin ilk birka¢ terimini hesaplayarak genel terim ig¢in bir formiil tahmin
ediniz, tahmininizi tiimevarimla ispatlaymiz ve limiti (varsa) bulunuz:

1 a
=2, Gpt1=2— — b =1, @Gpy1 = ——
(a) ay 5 @i - (b) ay Qi1 = 7 o
(C) a1 =1, agh =2a,+1 (d) a1 =3, Apy1 = —azn +1

SORU 149

an+1 = f(a,) bigimindeki bir tekrarlama bagntisiyla verilen dizide, dizinin yakisak ol-
dugu gosterilmeden L = f(L) denklemini ¢bzmek yanltici olabilir. Agsagidaki 6rneklerin
her biri i¢in L = f(L) denkleminin kéklerini bulunuz; ardindan dizinin gergek davrani-
sin1 belirleyerek denklemden elde edilen sonucun neden yaniltici oldugunu aciklayiniz.

(a) a1 =1, apy1 =1—ay,
(b) a1 =2, apy1 =a2 (an=22"" oldugunu gosteriniz),

() a1 =1, apy1 =2a, + 1.
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a +2

¢ > 0 olmak tizere a; = ¢ ve ap11 = dizisi veriliyor.

L2 42 —1)(a, —2
+ denkleminin koklerini bulunuz ve a1 — a, = @ )@ ) oldu-

(a) L= 5

gunu gosteriniz.

(b) 0 < ¢ < 1 ise dizinin artan ve tstten 1 ile simirhi oldugunu; 1 < ¢ < 2 ise azalan ve
alttan 1 ile sinirli oldugunu ispatlayimiz. Her iki durumda limiti bulunuz.

(¢) ¢ =1 ve ¢ =2 durumlarimi inceleyiniz.

(d) ¢ > 2 ise dizinin artan oldugunu ve (a,) — +oo oldugunu ispatlayniz.

1
a > 0 ve r; > 0 olmak tizere x,,1 = = (a:n + i) dizisi veriliyor (karekok hesabinda

2

kullanilan Babil yontemi).

(a) Her n > 2 igin x,, > /a oldugunu ve (z,,),>2 dizisinin artmayan (ayrica x; # v/a
ise monoton azalan) oldugunu gosteriniz; lima,, = y/a oldugunu ispatlayiniz.
l‘ —_—
(6) o —v/a = 22V

oldugunu gésteriniz.

(¢) a =2, z1 =1i¢in x9, x3, x4 terimlerini kesir olarak hesaplayimz. (b) yi kullanarak
0 < x4 — V2 < 107° oldugunu gosteriniz.

Fn+1

F,, Fibonacci sayilar olmak tizere (bkz. Soru 22) a,, = dizisinin yakinsak oldugu

ve limitinin altin oran oldugu ispatlanacaktir. "
(_1>n+1

= FnTnH oldugunu goste-

(a) Cassini 6zdesligini (Soru 22 (c¢)) kullanarak a,+1 — a,

riniz.
2 2n—3
(b) Soru 22 (d) deki esitsizligi kullanarak |a, 1 —a,| < (§) oldugunu gosteriniz.

1
(¢) (an) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ispatlaymiz. a,.; = 1 + — bagmtisini

kullanarak limitin

oldugunu gosteriniz.
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(Aritmetik—geometrik ortalama dizileri) a > b > 0 olmak tizere a; = a, by = b ve

an, + b,
2 )

Upt1 = bn—i—l = anbn

dizileri tanimlaniyor.
(a) Her n i¢in b, < by11 < @41 < a, oldugunu ispatlayniz.
(b) (ay,) ve (b,) dizilerinin yakimsak oldugunu gosteriniz.

Qp — Op

(€) any1 —bpy1 < oldugunu gosterip iki dizinin limitinin esit oldugunu ispat-

layimiz.

Apaq1 + @ C . &
TR dizisi veriliyor.

a1 =0,a;=1ven >1icin a,2 =
(a) Ilk alt1 terimi hesaplaymiz. Dizi monoton mudur?
1
b) d, = a,+1 — a, olmak tzere d,,.1 = —=d, oldugunu gosterip d,, yi bulunuz.
+ + 5

(c) Teleskopik toplam ve geometrik toplam formiillerini kullanarak a,, i¢in kapali bir

formiil bulunuz ve lima,, = 3 oldugunu gosteriniz.

(d) (ag,—1) alt dizisinin artan, (ag,) alt dizisinin azalan oldugunu gésteriniz ve sonucu
Soru 135 ile iligkilendiriniz.

3.8 BIR FONKSIiYONUN LiMiTi

Limitin dizisel tanimim kullanarak, yani a ya yakinsayan, terimleri a dan farkli olan
ve fonksiyonun tanmim kimesinde bulunan her (z,,) dizisi igin (f(z,)) gorinti dizisinin

limitini bularak asagidaki limitleri hesaplayiniz.

3

: 2 _ .ox0—1

(a) glgr;(m 3z — 1) (b) i;n{ ]
. 2?4342 VT2

() Jim — 7~ (d) lim =

2 —4

Ayrica x # 2 i¢in f(z) =
fonksiyonu icin lirg f(z) limitini bulup f(2) degeriyle kargilagtirimiz.
T—

ve f(2) = 0 bi¢iminde tamimlanan f : R — R

Ty —

4
Yol gosterme: (d) igin /x,, — 2 = 5 esitligini kullamimz; (z,) — 4 ise |/ZTn — 2| <

n
|zr,

2 =4 oldugundan (y/z,) — 2 dir.
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Uygun diziler secerek agagidaki limitlerin bulunmadigini gosteriniz.

(c) lim cos T
z—0 T

(d) z € Qicin D(z) = 1, z ¢ @ icin D(z) = 0 bigiminde tanmmlanan Dirichlet
fonksiyonunun hicbir a € R noktasinda limitinin olmadigini goésteriniz.

(e) Buna karsihk lirré x D(z) = 0 oldugunu gosteriniz.
T—

Yol gosterme: (d) igin Soru 50 (a) ve (b) siklarim kullanarak a ya yakinsayan, terimleri a dan
farkli bir rasyonel say1 dizisi ve bir irrasyonel say1 dizisi bulunuz.

ACR, f,g,h: A— R fonksiyonlar ve a noktasi A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun.

(a) Terimleri A \ {a} kiimesinde bulunan ve a ya yakinsayan en az bir (x,) dizisi
bulundugunu gésteriniz. Buradan lim f(x) limiti varsa tek oldugu sonucunu gika-
Tr—a
riniz.

(b) lim f(z) =L >01ise 0 < |x —a] < d olan her x € A igin f(z) > 0 olacak bicimde
Tr—a
bir § > 0 bulundugunu ispatlayiniz.

(c) Herz € A\{a} icin f(z) < g(x)ise ve lim f(x), lim g(z) limitleri varsa lim f(z) <
Tr—a Tr—a

r—a
lim g(z) oldugunu gosteriniz.
r—a

(d) (Swkistirma) Her © € A\ {a} i¢in f(z) < g(z) < h(x) ve lim f(x) = lim h(z) = L

r—a r—a
ise lim g(z) = L oldugunu ispatlaymiz.
Tr—a

Yol gésterme: (a) igin her n igin (a — %,a + %) araligindan A nin a dan farkl bir elemanim
se¢iniz. (b) igin olmayana ergi yontemiyle her n i¢in 0 < |z, — a| < % ve f(z,) < 0 olan bir
T € A seginiz.

SORU 158
ACR, f,g: A— R ve a noktast A nin bir yigilma noktasi olsun.

(a) lim f(x) = L ve lim g(x) = M ise im(f - g)(x) = LM oldugunu; ayrica her x € A
T—a r—a

Tr—a
L
icin g(x) # 0 ve M # 0 ise lim /@) = — oldugunu dizisel tanmimla ispatlayiniz.
avag(z) M
(b) lim f(x) = L ise lim |f(z)| = |L| oldugunu gésteriniz. Kargitinin dogru olmadigim:
Tr—a T—ra

bir ornekle gosteriniz.
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(c) 0 noktasinda limiti olmayan éyle f,g : R — R fonksiyonlar1 bulunuz ki lim(f +

z—0
g)(x) ve hH(l)(f - g)(z) limitleri var olsun.
z—

(d) lim f(x) limiti var, lim g(z) limiti yok ise lim(f + ¢)(z) limitinin de olmadigini
T—a T—a T—a

ispatlayimiz.

+0o a waksayan ve terimleri f nin tamim kiimesinde bulunan her (z,) dizisi igin
(f(xz,)) — L oluyorsa liIJlrrl f(z) = L yazilr (—oo daki limit de benzer bigimde ta-
T—r+00

nimlanir). Bu tanimi kullanarak asagidaki limitleri hesaplayiniz.

(@) 1 3z% — 2z +1
a) lim ————
z—+oo 3 + 5x?
2 1 2 1
(b) lim v ve lim —o -

(f) lim sinz limitinin olmadigim gosteriniz.
r——+00

Yol gosterme: (b) igin va?+ 1 =|z[y/1+ m% yaziniz ve z in igsaretine dikkat ediniz.

SORU 160

f A — R verilsin ve a noktast hem A N (—o0,a) kiimesinin hem de A N (a,+0o0)
kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Terimleri A N (—o00, a) kiimesinde bulunan ve a ya
yakinsayan her (z;,) dizisi igin (f(z,)) — L oluyorsa L ye f nin a noktasindaki sol tarafls
limiti denir ve lim f(x) = L yazilir. Sag tarafle limit lier f(z), terimleri AN (a,+0o0)

Tr—a—

kiimesinde bulunan diziler kullanilarak benzer bicimde tanimlanir.

(a) lim f(x) = Lise lim f(z)= lim f(x) = L oldugunu gosteriniz.
T—a T—a— z—at

(b) Kargit olarak lim f(z) = lim (x) = L olsun ve (z,,), terimleri A\{a} kiimesinde
Tr—a— r—a

bulunan ve a ya yakinsayan bir dizi olsun. x,, < a olan terimlerin ya da =, > a
olan terimlerin sonlu ¢oklukta oldugu durumu ve her iki tiirden de sonsuz ¢oklukta
terim bulundugu durumu ayr1 ayri inceleyerek (f(z,)) — L oldugunu ispatlayimiz.

(¢) > 0ic¢in f(z) =2*+1, z < 0 igin f(z) = cosz olsun. lil% f(z) limitini bulunuz.
T

Yol gosterme: (b) de iki tiirden de sonsuz ¢oklukta terim varsa verilen € > 0 igin iki alt dizinin
her birinden yalnizca sonlu ¢oklukta terim (L — €, L + €) araliginin diginda kalir.
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Agagidaki fonksiyonlarin verilen noktadaki sag ve sol tarafli limitlerini bulunuz; fonksi-
yonun o noktada limitinin olup olmadigini belirtiniz.

(a) f(x)=1]z], a=ne€ Z. (Ayrica a ¢ Z i¢in lim[z] limitini bulunuz.)

r—a
b p— :]_
(b) f(=) 1’ ®
2 —1

() f(l"):m’ a=1

(e) f(z)=2"* a=0
(f) ¢ bir sabit olmak iizere z < 1 i¢in f(z) = cx + 3,z > 1 igin f(x) = 2? — ¢ ve
f(1) = 7 olsun. lirr% f(z) limitinin var olmasi i¢in ¢ ne olmalidir? Bu durumda

T—r

limit f(1) e esit midir?

Yol gosterme: (d) icin her u € R igin u — 1 < [u] < u esitsizligini v =  ile kullanimiz ve z in
isaretine gore iki durumu ayr: inceleyiniz.

Limitin e-0 tanimini kullanarak agagidaki esitlikleri ispatlayiniz; her sikta verilen € > 0
i¢in uygun bir § > 0 sayisini agikca belirtiniz.

(a) lim(3z+4) =10 (b) lm (b—2x)=7
T2 z——1
P . r+3
o) =9 S s
(e) lim/z =2
T—4

Yol gosterme: (c)we (d) igin 6nce 6 < 1 alarak |z — a| ile ¢arpilan ifadeyi sinirlayimiz.

(a) e=0 tammiyla liI% 23 = 8 oldugunu ispatlayiniz.
z—

1
(b) &0 tanimiyla lirr(l) xsin — = 0 oldugunu ispatlayimiz.
z— T

(¢) lim f(z) = L Onermesinin degilini ¢ ve ¢ kullanarak yaziniz. Bunu kullanarak
—

lin%(Qx + 1) # 4 oldugunu gosteriniz.
z—

(d) lim f(x) = L olmasi, her ¢ > 0 i¢in # > K olan her z € A igin |f(z) — L| <

T—>+00
¢ olacak bicimde bir K sayisinin bulunmasiyla da ifade edilebilir. Bu bigimiyle
2z + 1

z—+oo T +

= 2 oldugunu gosteriniz.
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SORU 164

ACR, f: A— R ve a noktast A nin bir yigilma noktasi olsun. Fonksiyon limitinin
dizisel tanimi ile e—¢ taniminin denk oldugunu ispatlayimiz:
(a) lim f(x) = L esitligi -0 anlaminda saglaniyorsa, a ya yakisayan ve terimleri
A\ {a} kiimesinde bulunan her (z,,) dizisi i¢in (f(x,)) — L oldugunu gosteriniz.
(b) Kargit olarak, a ya yakinsayan ve terimleri A \ {a} kiimesinde bulunan her (z,)
dizisi i¢in (f(z,)) — L oluyorsa, lim f(z) = L esitliginin e-0 anlaminda da sag-
r—a
landigin1 gosteriniz.

Yol gosterme: (b) icin olmayana ergi yontemini kullanimiz: Bir €g > 0 igin higbir 6 > 0 uygun
degilse, her n igin § = 1 alarak 0 < |2, —a| < 1 ve |f(zn) — L| > &y olan bir /@, € A se¢iniz.

3.9 BAZI ONEMLIi LIMIiTLER

r+a . r—a

(a) Soru 133 (a) daki |sinz| < |z| esitsizligini ve sinz — sina = 2 cos sin —

ozdegligini kullanarak her z,a € R i¢in | sin x —sin a| < |z —a| oldugunu gosteriniz.
Buradan -4 tanimiyla limsinx = sina oldugunu ispatlayimiz. Benzer sekilde
r—a

lim cos z = cos a oldugunu gosteriniz.
r—a

(b) cosa # 0 ise lim tan x = tan a oldugunu gosteriniz.
r—a

sinx tan x

(c) Soru 133 (d) ve dizisel tanimi kullanarak lim =1 ve lim
z—=0 T z—=0 T

= 1 oldugunu

gosteriniz.

1
(d) hIJP xsin — = 1 oldugunu gosteriniz ve sonucu Soru 163 (b) ile kargilagtirimiz.
T—+00 €T

lirr(l) & 1 limitinden yararlanarak asagidaki limitleri hesaplayiniz.
xT—r T
ind tan 4 1—
(a) limo—r (b) lim ——— (¢) lim —2%
z—0 3% z—0 Sin 2z z—0 2
1"'— cos 2z sin
(d) lim —— (e) lim xcot 3z (f) lim
z—0 TsSInx z—0 =T T — X
@ 1 tanx — sinx M) 1 sin (%) ) 1 arctan x
9 I = Iy R

Yol gésterme: (f) icin t = m — x, (i) i¢in ¢ = arctanz déniigiimiini yapmiz. 0 < ¢ < 7 igin

t < tant oldugundan her z igin |arctan x| < |z| dir; dolayisiyla x — 0 iken ¢t — 0 olur.
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Bu soruda (1—|— %)n dizisinin limitinin e oldugundan (bkz. Soru 122) yola cikarak
lim (1 + %)z = e oldugu ispatlanacaktir.

r—Fo0

(a) x> 1 ven=[x] ise

oldugunu gosteriniz.
(b) (ng), +00 a wraksayan bir dogal say1 dizisi ise (1 + n_1k> F e oldugunu gosteriniz.

T—+400 €T

1 x
(a) y1 kullanarak lim (1 + —) = e oldugunu ispatlayimiz.

x Y o0 o .
(¢) z < —1igin y = —x—1 yazarak (1 + %) = (1 + i) <1 3 i) oldugunu gosteriniz

x
ve lim (1 F —) = e sonucunu ¢ikariniz.
x

T——00

(d) lim(1 + t)* = e oldugunu gosteriniz.

t—0

Yol gosterme: (d) igin t — 07 ve t — 0~ durumlarmda z = % alimiz ve Soru 160 sonucunu

kullaniniz.
SORU 168
1\* In(1 -1
lim (1+— = e, limM =1 ve lim ¢ = 1 limitlerini kullanarak
z—to0 x z—0 X z—=0 T

asagidaki limitleri hesaplayimiz.

i 2\" . 1\” . z+3\”
(a) lim (Hz) p) o (1—;) (0t (x_l)

In(1 + 5z) e —1

g 1/x . o

@R ©mT R
o2 —1 .oet—e" . . z+1

NG ™ ke

Yol gdsterme: (g) icin 2% = e*"? yazimz.

SORU 169
lim f(x) = L ise a ya yakinsayan, terimleri ¢ dan farkh ve f nin tamim kiimesinde
T—a
bulunan her (z,,) dizisi igin (f(x,)) — L oldugunu kullanarak asagidaki dizi limitlerini
bulunuz.
1

: 1/n i —

(a) nh_g)lon (e 1) (b) Jgr&nln (1 + n)

(c) limn<%_1) (b>0) (@) lim In(n+1)—Inn

n—00 n—00 sin 1
n
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(e)

lim
n—oo
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