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Bolim 1

Calisma Sorulari

1. Tiim reel sayilarm kiimesi iizerinde d(z,y) = (z —y)? ile tanimli d fonksiy-
onu bir metrik tanimlar mi?

2. d, X tlzerinde bir mektrik olsun.

a. kd
b. k+d

ifadelerinin de X {izerinde bir metrik belirtebilmeleri i¢in %k sabitlerini
bulunuz.

3. (X,d) bir metrik uzay ve A, B C X olsun. O halde A ile B kiimeleri
arasindaki uzaklik

D(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}

ile tamimlanir. Bu ifade X’in kuvvet kiimeleri iizerinde bir metrik tammlar
m?

4. (X,dy) ve (Y,d3) metrik uzaylarm F = X x Y kartezyen garpimi bir
cok yolla bir (E,d) metrik uzayma doniistiiriilebilir. Ornegin (z1,z2) €
X, (y1,y2) € Y olmak tizere d(z,y) = di(z1,y1) + d2(z2,y2) ile tammh d
fonksiyonunun X X Y {izerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.

5. (X = R") olmak iizere © = (x1,x2, ..., Zn),y = (Y1, Y2, -, Yn) € X igin

ile tanimlanan ds : X X X — R fonksiyonunun X ftizerinde bir metrik
oldugunu gosterelim.



10.

11.

12.
13.

14.

(X,d) bir metrik uzay olsun. Vo = (z1,22),y = (y1,y2) € R? icin
d(z,y) = |z1 — y1| + |22 — ¥2|
seklinde tanimlanan d fonksiyonu R? {izerinde bir metrik midir?

a € R ve € > 0 olsun. R fiizerindeki standart metrige gore
a. B(a,¢)
b. D(a,¢)
c. Sa,e)

kiimelerini bulunuz.

e > 0 bir reel say1 ve a = (a1,a2) € R2 olmak iizere R? iizerindeki ds
standart metrigine gore

a. B(a,¢)
b. D(a,¢)
c. S(a,e)

kiimelerini bulunuz.

[a, b] kapali ve simirli araligy {izerinde tanmiml reel degerli ve simirli biitiin
fonksiyonlarin olugturdugu Bla, b] vektor uzay: lizerinde Vf,g € Bla,b)
icin

= sup{|f(z) — g(z)| : z € [a, b]}
ile tamimlanan doéniigiim bir metrik midir?

dy : NxN — R olmak iizere da(n, m) = |n — m|” kurali ile verilen déniigiim
bir mektrik midir?

R*de x = (x1,22),y = (y1,y2) olmak iizere

doo (7,y) = maks{|z1 — y1], |22, 52|}

metrigini gbz éniine alahm. B((0,0),1), D((0,0), 1), 5((0,0), 1) kiimelerini
ifade edip, geometrik olarak gosteriniz.

R standart uzaymda Q ve R\Q kiimelerinin yigilma noktalarimi bulunuz.

A= {z € R: 2%+ 22?2 — 3z < 0} kiimesinin R’de kapali oldugunu
gosteriniz.

d(z,y) = |z — y| olmak tizere (Q,d) metrik uzay1 ve S = {x € Q: 2 <
x? < 3} kiimesi verilsin. S kiimesinin Q iginde kapali ve simirh oldugunu
fakat kompakt olmadigini gosteriniz.
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f+ X — R bir siirekli fonksiyon, X metrik uzay olsun. Z (f) = {p € X :
f (p) = 0} kilmesinin kapali oldugunu gosteriniz.

(X,d) bir metrik uzay E C X bogtan farkli bir kiime olsun. z € X ig¢in
X’den E’ye uzaklig

pe(z) = inf d(z,2)

olarak tamimlayalim.
a. pp(r) =0 <= z € E oldugunu gosteriniz.
b. pg fonksiyonunun X iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

2nx™
dizininin

o0

0 = {(xg) : > |zk| < 00,z € F} olmak iizere (a,) =
k=1

hangi x € R degerleri i¢in ¢; uzayina ait oldugunu bulunuz.

(X,d) bir metrik uzay ve di(x,y) = 1_7_(;7(’52)

oldugunu ispatlayiniz ve bu metrik altinda uzayin her zaman sinirli oldugunu
gosteriniz.

olsun. dj’'in bir metrik

f,g : X — Y iki siirekli fonksiyon ve D C X kiimesi X uzaymda yogun
(dense) bir kiime olsun. Her x € D igin f(z) = g(x) ise, tiim X {izerinde
f = g oldugunu ispatlayiniz.

Her kompakt metrik uzayin ayni zamanda tam oldugunu ispatlayiniz. Bu
Onermenin tersinin (tam == kompakt) neden her zaman dogru ol-
madigini R uzayi iizerinden bir 6rnekle agiklayiniz.

[0,1] araligy tzerinde d(f,g) = fol |f(z) — g(x)|dz metrigi tanimlansin.
C[0, 1] uzayinin bu metrik altinda neden tam olmadigini bir Cauchy dizisi
inga ederek gosteriniz.

f + X — Y siirekli bir fonksiyon ve K C X kompakt bir kiime olsun.
f(K) goriintiisiiniin Y i¢inde kompakt oldugunu ispatlayimiz.

X kompakt bir metrik uzay ise, her siirekli f : X — Y fonksiyonunun aym
zamanda diizgin siirekli oldugunu ispatlayiniz.

f(z) = I fonksiyonunun (0,1) arahgmnda siirekli oldugu halde neden
diizgiin siirekli olmadigini gosteriniz.

X kompakt, Y bir metrik uzay ve f : X — Y birebir, orten ve siirekli
olsun. f~! fonksiyonunun siirekli oldugunu ispatlayimiz.

f : X = Y fonksiyonunun a € X noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve
yeter sartin, x,, — a olan her dizi i¢gin f(z,) — f(a) olmas1 gerektigini
gosteriniz.

Bir metrik uzayda her kompakt kiimenin kapali ve sinirli oldugunu ispat-
layiniz.
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f :[0,1] — R siirekli bir fonksiyon olsun. f’nin [0, 1] iizerinde maksi-
mum ve minimum degerlerine ulagtigini kompaktlik kavramin kullanarak
ispatlayiniz.

Stirekli fonksiyonlardan olugan bir (f,,) dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsiyorsa,

f’nin de siirekli oldugunu ispatlayiniz.

Kompaktlik ve tamlik arasindaki iligkiyi vererek R’nin kompakt olup ol-
madigini gosteriniz.

Metrik uzaylarda yakinsak bir dizinin limiti tektir.

Tam metrik uzaylarin kapali alt uzaylar1 tam midir? Gosteriniz.

Ayrik metrik uzayimn her alt kiimesi hem acgik hem kapalidir, gosteriniz.

R standart uzaymmin N, Z, Q, (a, b) alt kiimelerinin kompakthgini inceleyiniz.

(X, 7) kompakt topolojik uzay, f : X — R siirekli bir fonksiyon ise bu
fonksiyonun max ve min degerlerini aldigini gosteriniz.

Herhangi bir f : (X, P(X)) — (Y, 7) fonksiyonunun siirekli olup olmadigini
inceleyiniz.

Ayrik metrik uzayda acik yuvar, kapal yuvar ve yuvar yiizeyini bulunuz.

X = R olmak iizere, agagidaki fonksiyonlarin her birinin metrik aksiy-
omlarini saglayip saglamadigini ispatlayiniz:

e di(z,y) =+/|z — vl

° d2(x7y) = |I’3 - y3|

o ds(w,y) = 74

(X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. = € X noktasimn A kiimesinin
bir yigilma noktasi olmasi icin gerek ve yeter sartin, terimleri A \ {z}
kiimesinde olan ve x noktasina yakinsayan bir (x,,) dizisinin varligi oldugunu
gosteriniz.

C'[0, 1] stirekli fonksiyonlar uzayinda d(f,g) = fol |f(t) — g(t)|dt fonksiy-
onunun bir metrik oldugunu gosteriniz. Bu metrigin, supremum metrigi
doo(f,9) = max|f(t) — g(t)] ile denk olup olmadigini tartigimiz.

(X,d) metrik uzayinda bir A alt kiimesinin yogun (dense) olmas: igin
gerek ve yeter gsartin, X teki her bog olmayan agik kiimenin A ile kesigsmesi
oldugunu kanitlayiniz.

(X, d) bir metrik uzay ve sabit bir A C X kiimesi i¢in f(z) = d(z,A) =
inf{d(x,a) : a € A} seklinde tamimlanan fonksiyonun X ftizerinde diizgiin
stirekli (uniformly continuous) oldugunu | f(z)— f(y)| < d(z,y) esitsizligini
kurarak ispatlayiniz.



43. f:(X,dx) — (Y,dy) bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sartin, Y uzaymdaki her V acik kiimesi igin f~1(V)
kiimesinin X uzayinda agik olmas: gerektigini ispatlayiniz.

44. Bir metrik uzayda her Cauchy dizisinin sinirh oldugunu ispatlaymiz. Bu
sonucun tersinin (her sinirl dizinin Cauchy olmasi) neden her zaman dogru
olmadigini R iizerindeki aligilmig metrikte bir 6rnekle agiklayiniz.

45. (X, dx) ve (Y, dy) iki metrik uzay, f : X — Y bir fonksiyon olsun.
e f’nin Lipschitz siirekli,diizgiin stirekli ve stirekli olmalarinin tanimlarini

metrikler cinsinden ifade ediniz.

e Lipschitz Stireklilik == Diizgiin Stireklilik = Siireklilik gerek-
tirmelerini ispatlayiniz.

e f:(0,1) = R, f(z) = % fonksiyonunun ahigilmig metrikte siirekli

oldugunu fakat diizgiin siirekli olmadiginmi gostererek hiyerarginin tersinin

her zaman dogru olmadigini kanitlayiniz.

46. R™ lizerinde x = (z1,22,...,2Zn) ve y = (Y1,Y2, - - -, Yn) icin

n
diwy) = Jwi—ul ve dulw,y) = max |z, — il
i=1

1<i<n
metriklerini ele alalim. Buna gore;

egitsizligini ispatlayiniz.
47. CY0,1] = {f : [0,1] — R : f tiirevlenebilir ve tiirevi siirekli fonksiyon}

olmak iizere;

p(f,9) = 1£(0) = g(0)] + sup [f'(t) —g'(t)]

te0,1]
fonksiyonunun C[0, 1] {izerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.

48. (X, d) bir metrik uzay ve f : N — X bir fonksiyon olsun. O zaman f’in N
iizerinde diizgiin stirekli oldugunu ispatlayimiz. (N iizerinde mutlak deger
metrigini aliniz.)

49. Herhangi bir (X, d) metrik uzayinda yakinsak her (x,,) dizisinin bir Cauchy
dizisi oldugunu gosteriniz.

50. Herhangi bir metrik uzayda her Cauchy dizisinin sinirh oldugunu gosteriniz.

51. deo(f,9) = supyepo,1) | (1) — g(t)| olmak iizere (C[0, 1], do ) uzaymdan € N
icin

_ nt

14 n2?

seklinde tanimh (z,,) dizisinin yakinsakhgim aragtirinz.

Zn(t)



52. Q rasyonel sayilar kiimesinin R’de (mutlak deger metrigine gére) tam ol-
madigini gosteriniz.

53. Bir (X, d;) metrik uzay: ile X kiimesi iizerinde

dl(xvy)

da(@,y) = 1+ di(z,y)

metrigi verilsin.

a) X icindeki bir (x,) dizisinin d; metrigine gore Cauchy olmas: i¢in
gerek ve yeter sartin ds metrigine gére Cauchy olmasi oldugunu
gosteriniz.

b) (X, d;y) uzayimn tam olmas: igin gerek ve yeter sartin (X, d) uzayinin
tam olmasi oldugunu gosteriniz.

54. (X, d) bir metrik uzay ve (z,), (yn) C X olsun. z, — = ve y, — y ise
d(Zpn,yn) — d(z,y) oldugunu ispatlayiniz.

55. (X, d) bir metrik uzay olsun. X’deki herhangi bir (z,,) Cauchy dizisi i¢in
oo d(zy,, x) serisi yakimsak olacak sekilde bir z € X noktast bulun-
abiliyorsa, (X, d) metrik uzayimin tamligi hakkinda ne sdylenebilir?

56. (X, d) herhangi bir metrik uzay olsun. d metriginden sinirli bir metrik
iiretilir mi?

57. Asagida verilen kiime ve iglemlerin birer reel vektor uzayi olugturup olugturmadigini
vektor uzay1 aksiyomlarini kullanarak gosteriniz:

o V={(x,y,2) € R3: 2z —y+ 2 = 0} kiimesi, R? {izerindeki standart
toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri ile birlikte.

o W ={(z,y) € R?: 2% + y? < 1} birim yuvar kiimesi, R? iizerindeki
standart toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte.



